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Abstract. After establishing some important results on the usual height of projective varieties
in positive characteristic, we construct a normalized height for subvarieties of products of

Drinfeld modules and investigate its properties. In case the Drinfeld modules are pairwise iso-
geneous, we obtain in particular that the normalized height vanishes exactly on torsion vari-
eties, that is on translates of sub-T-modules by torsion points.
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1. Introduction

L’utilisation en transcendance et en approximation diophantienne d’une notion de

hauteur pour certaines classes de variétés affines ou projectives définies sur un corps

de nombres est maintenant devenue classique. La fac� on usuelle et la plus simple de

définir la hauteur d’une variété quasi-projective V définie sur �Q consiste à prendre

pour celle-ci la hauteur logarithmique absolue de Weil d’une forme de Chow de la

variété. Si la variété V est une sous-variété d’un tore G
n
m ou d’une variété abélienne

A, on peut aussi définir une hauteur normalisée ĥðVÞ, par un processus de limite à la

Néron–Tate à partir de la hauteur projective ‘‘naı̈ve’’, comme l’ont montré Philippon

([Ph3]), puis David et Philippon ([Da-Ph2]). Dans le cas des variétés abéliennes, et

lorsque la variété est réduite à un point, cette hauteur coı̈ncide bien entendu avec

la hauteur de Néron–Tate.

Nous nous proposons dans ce travail de définir, dans le cadre d’un T-module pro-

duit de modules de Drinfeld, une hauteur normalisée ĥðVÞ pour les sous-variétés de

G
n
a, et d’en étudier les propriétés. Rappelons que dans le cas des points Denis ([De2])

avait déjà défini une telle hauteur. Notre construction suit une démarche analogue à

celle adoptée dans [Ph3] et conduit à toutes les propriétés usuelles d’une hauteur nor-

malisée. La question naturelle est alors, comme en caractéristique zéro, de caractéri-

ser les variétés de hauteur normalisée nulle. Rappelons que dans le cas des variétés
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abéliennes, cette question est étroitement liée à la conjecture de Bogomolov, comme

l’a remarqué Zhang ([Zh1]). De fac� on précise, Zhang a montré que la conjecture de

Bogomolov est équivalente à la propriété suivante (‘‘propriété du ĥ’’) : une sous-

variété d’une variété abélienne est de hauteur normalisée nulle si et seulement si c’est

un translaté d’une sous-variété abélienne par un point de torsion. Les deux problè-

mes ont depuis été résolus : d’abord par Ullmo ([Ul]) et Zhang ([Zh2])—qui ont

prouvé la conjecture de Bogomolov—puis peu après par David et Philippon ([Da-

Ph1])—qui ont eux prouvé la propriété du ĥ—en utilisant des méthodes d’approxi-

mation diophantienne classiques. Nous donnerons à la fin de ce travail (théorème

8.1), en s’inspirant des méthodes de [Ph5], une preuve de la propriété du ĥ dans notre

cadre, lorsque tous les modules de Drinfeld sont isogènes entre eux, et sous l’hypoth-

èse que la conjecture de Lang–Manin–Mumford est vraie (mais la preuve de celle-ci

vient d’être annoncée par Scanlon, cf. [Sc]).

L’article est organisé comme suit. Au x 2 on rappelle brièvement les résultats sur les

formes résultantes dont nous aurons besoin. Après avoir défini la hauteur ‘‘naı̈ve’’

d’une variété plongée dans un espace projectif, on en établit alors aux xx

3 et 4 quelques propriétés importantes. Le x 3 sera utilisé pour la construction des hau-

teurs normalisées et l’établissement de leurs propriétés, alors que le x 4 ne servira qu’à

la fin, dans la preuve de la propriété du ĥ. Aux xx 5 et 6, on introduit alors une notion

de ‘‘bon plongement’’ dans un espace projectif, ce qui nous permet ensuite d’établir

quelques propriétés supplémentaires de la hauteur naı̈ve, nécessaires pour la suite.

C’est seulement pour un tel bon plongement que l’on pourra définir, au x 7, une hau-

teur normalisée qui lui est associée. Le x 8 enfin démontre la propriété du ĥ sous les

conditions énoncées ci-dessus. La preuve s’inspire des méthodes de transcendance

de [Ph5] (où l’auteur prouve la propriété du ĥ pour une variété abélienne

isogène à un produit de courbes elliptiques) et repose sur les résultats des xx 4 et 7.

2. Rappels sur les formes résultantes

Soient k un corps infini, X0; . . . ;XN des indéterminées (N entier 5 1), et

R ¼ k½X0; . . . ;XN�. On désignera parfois par X la collection des indéterminées

X0; . . . ;XN. On note encore M ¼ ðX0; . . . ;XNÞ et, pour a ¼ ða0; . . . ; aNÞ 2 NNþ1,

on pose jaj ¼ a0 þ 
 
 
 þ aN et X a ¼ X a0

0 
 
 
X aN
N .

Si I � R est un idéal homogène, on désigne par htðIÞ sa hauteur (algébrique),

autrement dit htðIÞ ¼ Nþ 1 � dimðR=IÞ, et si K est un surcorps de k algébriquement

clos, on note ZKðIÞ, ou plus simplement ZðIÞ s’il n’y a pas d’ambiguı̈té, l’ensemble

des zéros de l’idéal I dans PNðKÞ.

On sait que pour tout idéal homogène I � R de hauteur Nþ 1 � r (04 r4Nþ 1)

et tout r-uplet d ¼ ðd1; . . . ; drÞ de ðN
Þ
r, on peut définir la notion de forme résultante

d’indice d de I. Nous renvoyons à [Ph6] et [Re] pour une exposition détaillée de la

théorie. Nous nous contenterons ici, par commodité pour le lecteur, de rappeler sans

démonstration les résultats que nous utiliserons. Il nous faut pour cela introduire

quelques notations supplémentaires, qui seront d’un usage constant dans la suite.
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Soient donc I � R un idéal homogène, r 2 ½0;Nþ 1� l’entier défini par htðIÞ ¼ Nþ

1 � r, et d ¼ ðd1; . . . ; drÞ 2 ðN
Þ
r fixé. On introduit de nouvelles indéterminées u ja,

14 j4 r, a 2 NNþ1, jaj ¼ dj, ainsi que les polynômes homogènes génériques

U1; . . . ;Ur, de degrés d1; . . . ; dr respectivement, définis par

Uj ¼
P

a2NNþ1;jaj¼dj u
j
aX

a: On notera u l’ensemble des variables u ja, et de même, à j fixé,

on notera u j l’ensemble des indéterminées fu ja j jaj ¼ djg. Enfin, on désigne par dðIÞ le

degré de l’idéal I, c’est-à-dire dðIÞ ¼ lim‘!þ1
ðr�1Þ!
‘r�1 dimk

�
R=I

�
‘
.

Avec ces notations, on sait qu’une forme résultante d’indice d de I est un poly-

nôme homogène f de k½u�, non nul, et qui est, pour chaque entier j 2 f1; . . . ; rg,

homogène par rapport au groupe de variables u j, de degré dou j f ¼ dðIÞ
Q

i6¼j di ([Re],

prop. III.2.2). De plus, deux formes résultantes d’indice d de I sont égales à une con-

stante non nulle de k près. En particulier, lorsque r ¼ 0, une forme résultante d’in-

dice d de I est simplement un élément de k (dans ce cas M �
ffiffi
I

p
et k½u� ¼ k).

Rappelons encore que la forme résultante est invariante par extension des scalaires,

autrement dit que si K est une extension de k, alors toute forme résultante d’indice d

de I est aussi une forme résultante d’indice d de l’idéal étendu I:K ¼

I�k K � K½X0; . . . ;XN�.

On dispose également de la propriété de décomposition utile suivante des formes

résultantes.

PROPOSITION 2.1. Soient I � R un idéal homogène de hauteur htðIÞ ¼ Nþ 1 � r

et d ¼ ðd1; . . . ; drÞ 2 ðN
Þ
r. Soient p1; . . . ; ps les idéaux premiers associés de R=I de

hauteur Nþ 1 � r, et f1; . . . ; fs des formes résultantes d’indice d de p1; . . . ; ps respec-
tivement. Alors f n1

1 
 
 
 f nss est une forme résultante d’indice d de I, où ni ¼ ‘Rpi

�
ðR=IÞpi

�
désigne la longueur du Rpi -module ðR=IÞpi .

Démonstration. Voir [Re], théorème III.2.1. &

Signalons encore les deux résultats importants suivants.

PROPOSITION 2.2 (théorème de l’élimination). Soient I � R un idéal homogène de

hauteur htðIÞ ¼ Nþ 1 � r et d ¼ ðd1; . . . ; drÞ 2 ðN
Þ
r. On suppose que les idéaux

premiers associés minimaux de R=I sont tous de même hauteur Nþ 1 � r, et on note

f 2 k½u� une forme résultante d’indice d de I. Alors, pour toute spécialisation des

variables u ja (morphisme de k-algèbres) r : k½u� ! K dans une extension algébrique-

ment close K de k, les assertions suivantes sont équivalentes:

ðiÞ rð f Þ ¼ 0.

ðiiÞ ZKðIÞ \ ZKðrðU1ÞÞ \ 
 
 
 \ ZKðrðUrÞÞ 6¼ Ø dans PNðKÞ.

(On prolonge r en un morphisme r : R½u� ! K½X� en posant rðXjÞ ¼ Xj pour tout j.)

Démonstration. Voir [Ph1], prop. 1.5 ou [Re], th. III.1. Noter que dans ces

références l’énoncé est donné pour une forme éliminante, mais formes éliminantes et

résultantes ont toujours les mêmes zéros (par ex. [Re] page 41). &
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PROPOSITION 2.3 (propriété de spécialisation). Soient I � R un idéal homogène de

hauteur htðIÞ ¼ Nþ 1 � r, d ¼ ðd1; . . . ; drÞ 2 ðN
Þ
r, p 2 Rd1

un polynôme homogène de

degré d1 non diviseur de zéro dans R=I (ce qui implique r5 1), J l’idéal de R défini par

J ¼ ðI; pÞ, et r : k½u1; . . . ; ur� ! k½u2; . . . ; ur� l’homomorphisme de spécialisation défini

par rðU1Þ ¼ p. Alors, si f est une forme résultante d’indice d de I, rð f Þ est une forme
résultante d’indice d0 ¼ ðd2; . . . ; drÞ de J (qui est de hauteur Nþ 2 � r).

Démonstration. Voir [Re], proposition III.2.4. &

Rappelons aussi que la notion de forme résultante est étroitement liée à celle de

forme éliminante (voir par exemple [Ph6] et [Re]). En particulier, lorsque le corps

k est algébriquement clos et que l’idéal est premier, les deux notions coı̈ncident.

Comme toute forme éliminante d’un idéal homogène premier est toujours irréducti-

ble sur k ([Ph1], proposition 1.3 ou [Re], lemme III.1.2), il en résulte que lorsque k est

algébriquement clos, toute forme résultante d’indice d d’un idéal homogène premier de

R est irréductible sur k (si k est quelconque, la forme résultante est simplement une

puissance de la forme éliminante).

Nous utiliserons encore le résultat suivant, qui résulte de [Re], prop. III.1.4.

PROPOSITION 2.4. Soient I � R un idéal homogène de hauteur htðIÞ ¼ Nþ 1 � r tel

que M 6�
ffiffi
I

p
(alors r5 1), et f une forme résultante d’indice d de I. On suppose

que k est algébriquement clos. Si r : k½u2; . . . ; ur� ! L est un morphisme de k-algèbres

dans une extension algébriquement close L de k, alors il existe des points

x1; . . . ; xt 2 L
Nþ1nf0g (non nécessairement distincts) et l 2 L tels que

rð f Þ ¼ l
Q

14 i4 t U1ðxiÞ: Si de plus tous les premiers associés minimaux de R=I ont

même hauteur et rð f Þ 6¼ 0, alors on peut prendre l ¼ 1, et l’on a, en notant

W ¼ ZLðrðIÞÞ � PNðLÞ et Hj ¼ ZLðrðUjÞÞ � PNðLÞ (24 j4 r), W \H2 \ 
 
 
 \

Hr ¼ fx1; . . . ; xtg.

Démonstration. Voir [Re], proposition III.1.4 pour la première partie. Pour la

seconde, on constate tout d’abord que puisque rð f Þ 6¼ 0, on a l 6¼ 0, donc on peut

faire ‘‘rentrer’’ l dans un des U1ðxiÞ par homogénéité de U1, i.e. on peut prendre

l ¼ 1. On a alors, pour tout morphisme de L-algèbres r1 : L½u1� ! L et d’après la

proposition 2.2 (on note H1 ¼ ZL

�
r1ðU1Þ

�
):

H1 \H2 \ 
 
 
 \Hr \W 6¼ Ø () r1ðrfÞ ¼ 0

()
Y

14 i4 t

r1ðU1ÞðxiÞ ¼ 0

() fx1; . . . ; xtg \H1 6¼ Ø:

Ceci étant vrai pour toute hypersurface H1 de PNðLÞ, on en déduit le résultat. &

3. Hauteurs des variétés projectives

On conserve les notations précédentes. On note de plus A ¼ Fq½T� l’anneau des poly-

nômes à coefficients dans Fq en l’indéterminée T, k ¼ FqðTÞ, et j 
 j la valeur absolue
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1=T-adique de k, normalisée par jaj ¼ qdeg a, où deg a désigne le degré de l’élément

a 2 k. On note alors k1 le complété de k pour la valeur absolue j 
 j, �k1 une clôture

algébrique de k1, C le complété de �k1, et �k la fermeture algébrique de k dans C.

Dans toute la suite, lorsque l’on parlera de variétés sans préciser davantage, il

s’agira toujours de variétés sur C quasi-projectives et non nécessairement irréducti-

bles. Si V est une sous-variété quasi-projective d’un espace projectif PN, on note �V

son adhérence de Zariski et I ðVÞ l’idéal de �k½X� ¼ �k½X0; . . . ;XN� engendré par les

polynômes homogènes nuls sur V. Si I est un idéal homogène de �k½X�, on désignera

par ZðIÞ l’ensemble des zéros de l’idéal I dans PNðCÞ. Si V � PN est une sous-variété

définie sur �k telle que dimV ¼ r� 1, et si d ¼ ðd1; . . . ; drÞ est un r-uplet de ðN
Þ
r, on

appellera forme résultante d’indice d de V toute forme résultante d’indice d de l’idéal

I ðVÞ (l’idéal I ðVÞ étant alors bien de hauteur Nþ 1 � r).

Si K est une extension finie de k telle que k � K � C, et si v est une place de K, on

désignera par Kv le complété de K en v, par Cv le complété d’une clôture algébrique

de Kv, et par j 
 jv la valeur absolue de Cv, normalisée par jajv ¼ q�vðaÞ et vðKÞ ¼ Z

(où v désigne ici la valuation associée à la place v). Si f est un polynôme non nul à

coefficients dans Cv, on note encore Mvð f Þ le maximum des valeurs absolues v-adi-

ques des coefficients de f. Enfin, si f est un polynôme non nul à coefficients dans �k, on

note hð f Þ sa hauteur, c’est-à-dire la hauteur de Weil du point projectif dont les coor-

données homogènes sont les coefficients de f. Rappelons que si K est une extension

finie de k qui contient les coefficients de f et si MK désigne l’ensemble de toutes les

places de K, on a:

hð f Þ ¼
1

½K : k�

X
v2MK

dv logq Mvð f Þ;

où dv est le degré ½Sv : Fq� du corps résiduel Sv de Kv. On a hð f Þ5 0 et hð fgÞ ¼ hð f Þþ

hðgÞ pour tout couple ð f; gÞ de polynômes non nuls à coefficients dans �k ([Ph1], pro-

position 1.12).

DÉFINITION 3.1. Soit V une variété plongée dans un espace projectif PN par le

morphisme j : V ,!PN, et soit r ¼ dimVþ 1. On suppose jðVÞ � PN définie sur �k.

On définit alors la hauteur de V associée à j, notée hjðVÞ, par hjðVÞ ¼ hð f Þ, où f est

une forme résultante de jðVÞ d’indice d0 ¼ ð1; . . . ; 1Þ 2 Nr.

Si j est simplement l’inclusion ou s’il n’y a pas d’ambiguı̈té sur j, on notera plus

simplement hðVÞ au lieu de hjðVÞ. On remarquera encore que bien que la forme résul-

tante f ne soit définie qu’à une constante de �k près, la hauteur hð f Þ est quant à elle

définie sans ambiguı̈té (grâce à la formule du produit), ce qui justifie la définition.

Jusqu’à la fin du x 4 on ne considère désormais que des variétés projectives.

PROPOSITION 3.2. Soient W � PN une variété projective définie sur �k de dimension

dimW ¼ r� 1, d ¼ ðd1; . . . ; drÞ 2 ðN

Þ
r, et f une forme résultante d’indice d de W.

Alors hð f Þ ¼ d1 
 
 
 drhðWÞ:
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Démonstration. La preuve est identique à celles de [Ph1], proposition 2.8 ou de

[Re], théorème III.3.1. &

Une propriété importante de la hauteur d’une variété projective est qu’on peut la

comparer à la hauteur de son image réciproque par un ‘‘bon’’ morphisme. De fac� on

précise on a le résultat suivant:

PROPOSITION 3.3. Soient X ,!PN et Y ,!PM deux variétés projectives irréduc-

tibles de même dimension, dont les plongements correspondent aux diviseurs D et D0

respectivement. Soit g : X! Y un morphisme surjectif, fini et plat, pour lequel il existe

un ouvert non vide U de Y tel que les fibres des éléments de U aient pour cardinal k5 1.

Supposons qu’il existe un entier D5 1 tel que gD0 � DD (équivalence linéaire), et que

le morphisme g soit donné par des polynômes F0; . . . ;FM de �k½X0; . . . ;XN�, homogènes

de même degré D, et ne s’annulant pas identiquement sur X.? Alors il existe un réel
c > 0 tel que, pour toute sous-variété fermée W � Y définie sur �k, de dimension r� 1 et

vérifiant W \U 6¼ Ø, on ait:

hðWÞ �
Dr

k
hðg�1WÞ

����
����4 c dðWÞ:

La démonstration de ce résultat s’inspire de celle du lemme 5 de [Ph3] et repose sur

les lemmes analogues suivants.

LEMME 3.4. Soient X � PN et Y � PM deux variétés projectives irréductibles définies

sur �k, et g : X! Y un morphisme. On suppose que g est donné par des polynômes
F0; . . . ;FM de �k½X0; . . . ;XN�, homogènes de même degré D5 1, à coefficients entiers

sur A, et ne s’annulant pas identiquement sur X. Alors il existe une extension finie K de

k et des éléments non nuls D1 2 A, D2 2 K, satisfaisant, pour toute place v de K et tout

point x ¼ ðx0; . . . ; xNÞ 2 XðKvÞ:

jD2j
�1
v 4

max04 i4M jFiðxÞjv�
max04 i4N jxijv

�D 4 jD2jv si v j 1

jD1jv 4
max04 i4M jFiðxÞjv�
max04 i4N jxijv

�D 4 1 si v 6 j1

Démonstration. Soit K � �k une extension finie de k contenant les coefficients des

Fi (04 i4M) et qui soit corps de définition de Y et X. Désignons par I ¼

I ðXÞ � �k½X0; . . . ;XN� l’idéal de définition de X. Les polynômes F0; . . . ;FM n’ayant

pas de zéro commun dans X, la racine de l’idéal ðI;F0; . . . ;FMÞ est égale à

ðX0; . . . ;XNÞ. Il existe donc un entier ‘ 2 N tel que ðX0; . . . ;XNÞ
‘
� ðI;F0; . . . ;FMÞ.

En particulier, pour 04 j4N, on peut écrire:

? La seconde condition r�esulte de la premi�ere si X est non singuli�ere et projectivement normale, voir

[Ha], example 7.8.4 et [Se], cor. 2 de la prop. 3.

328 VINCENT BOSSER

https://www.cambridge.org/core/terms. https://doi.org/10.1023/A:1020072121370
Downloaded from https://www.cambridge.org/core. IP address: 92.154.251.157, on 17 Feb 2018 at 16:00:39, subject to the Cambridge Core terms of use, available at

https://www.cambridge.org/core/terms
https://doi.org/10.1023/A:1020072121370
https://www.cambridge.org/core


X‘
j ¼

X
04 i4M

pijFi þ qj;

avec pij; qj 2 K½X0; . . . ;XN� et qj 2 I, les pij étant non tous nuls (sinon on aurait

ðX‘
0; . . . ;X

‘
NÞ � I). Soit alors D1 2 A, D1 6¼ 0, tel que D1pij soit à coefficients entiers

sur A pour tout i, j. Si v est une place de K et x ¼ ðx0; . . . ; xNÞ 2 Xð �KvÞ est tel que

max04 i4N jxijv ¼ 1, on a alors, en notant rij ¼ D1pij :

D1x
‘
j ¼

X
04 i4M

rijðxÞFiðxÞ ð04 j4NÞ: ðÞ

Supposons tout d’abord v 6 j1. Alors jrijðxÞjv 4 1 pour tout i, j, et donc dans ce cas

l’égalité ðÞ donne jD1jv 4 max04 i4M jFiðxÞjv. Par ailleurs, on a jFiðxÞjv 4 1 pour

tout i puisque Fi est à coefficients entiers. Donc max04 i4M jFiðxÞjv 4 1, et, par

homogénéité, on obtient la deuxième inégalité.

Supposons maintenant v j 1. Ecrivons Fi ¼
P

jaj¼D faiX
a (04 i4M), et choisis-

sons D0
2 2 K tel que jD0

2jv ¼ maxa;i jfaijv pour toute place v de K telle que v j 1 (ce

qui est possible par approximation faible puisque maxa;i jfaijv 6¼ 0 pour tout v j 1,

cf. [Ca-Fr], chap. II, x 6, Lemma). On obtient alors l’inégalité:

max
04 i4M

jFiðxÞjv 4 jD0
2jv:

Pour la minoration, définissons tout d’abord Dv 2 K tel que jDvjv ¼ max04 i4M
04 j4N

MvðrijÞ,

et choisissons (approximation faible) D00
2 2 K tel que jD00

2jv ¼ jDvjv pour toute place v

telle que v j 1. On obtient alors, grâce à l’égalité ðÞ et en tenant compte du fait

que jD1jv 5 1 puisque D1 2 A:

1

jD00
2jv

4 max
04 i4M

jFiðxÞjv:

En prenant alors D2 2 K tel que jD2jv ¼ maxfjD0
2jv; jD

00
2jvg pour toute place infinie v de

K, on obtient l’encadrement:

jD�1
2 jv 4 max

04 i4M
jFiðxÞjv 4 jD2jv;

d’où, par homogénéité, la première égalité. &

LEMME 3.5. Soient K � �k une extension finie de k, N et M deux entiers,

X0; . . . ;XN;Y0; . . . ;YM des indéterminées, F0; . . . ;FM 2 K½X0; . . . ;XN� des poly-

nômes homogènes non nuls de même degré D5 1, et m : K½Y0; . . . ;YM� !

K½X0; . . . ;XN� le morphisme de K-algèbres défini par mðYiÞ ¼ Fi, 04 i4M. Soient

p � K½X0; . . . ;XN� un idéal homogène premier tel que p 6¼ ðX0; . . . ;XNÞ et de hauteur

htðpÞ ¼ Nþ 1 � r, et g une forme résultante d’indice d ¼ ðD; . . . ;DÞ de p. Désignons
comme au x 2 par u ji , 04 i4M, 14 j4 r, et par v ja , 14 j4 r, a 2 NNþ1, jaj ¼ D, les
indéterminées correspondant aux polynômes homogènes génériques
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Vj ¼
X
jaj¼D

v jaX
a et Uj ¼

X
04 i4M

u ji Yi;

et soit m : K½v� ! K½u� le morphisme de K-algèbres tel que mðVjÞ ¼ mðUjÞ, 14 j4 r.

On suppose enfin mg 6¼ 0. Alors, pour toute place v de K, on a:

rDr�1 dðpÞ logqðAvÞ4 logq
MvðmgÞ
MvðgÞ

4 rDr�1 dðpÞ logqðBvÞ;

où

Av ¼ inf
x2 �KNþ1

v
x6¼0

max04 i4M jFiðxÞjv

max04 i4N jxij
D
v

et Bv ¼ sup
x2 �KNþ1

v
x6¼0

max04 i4M jFiðxÞjv

max04 i4N jxij
D
v




Démonstration. Définissons, pour 04 j4 r, l’homomorphisme de K-algèbres

mj : K½v� ! K½u; v� par mj ðVkÞ ¼ Vk si 14 k4 j et mj ðVkÞ ¼ mðUkÞ si j < k4 r (de

sorte que mr ¼ Id et m0 ¼ m). Soit j 2 f1; . . . ; rg et v une place de K. On a

mj g 2 K½v
1; . . . ; v j�1; u jþ1; . . . ; ur�½v j� et mj�1g 2 K½v

1; . . . ; v j�1; u jþ1; . . . ; ur�½u j�.

Soit alors une spécialisation rj : K½v
1; . . . ; v j�1; ujþ1; . . . ; ur� ! �Kv telle que

Mvðrjm

j gÞ ¼Mvðmj gÞ et Mvðrjm


j�1gÞ ¼Mvðmj�1gÞ (on prolonge rj de fac� on naturelle

en un morphisme rj : �Kv½u; v� ! �Kv½u; v�). Posons sj�1 ¼ rj � m

j�1 et sj ¼ rj � m


j .

Notons que ces morphismes définissent par restriction la même spécialisation

K½v1; . . . ; vj�1, vjþ1; . . . ; vr� ! �Kv. Nous avons sjg ¼ rjm

j g et mj�1sjg ¼ mj�1rjm


j g ¼

rjm

j�1g. Donc

MvðsjgÞ ¼Mvðmj gÞ et Mvðmj�1sjgÞ ¼Mvðmj�1gÞ:

Par la proposition 2.4 appliquée à l’idéal étendu I ¼ p: �k, il existe des éléments non

nuls xij, 14 i4 tj (tj entier 5 1) de ð �KvÞ
Nþ1 et lj 2 �Kv tels que

sjg ¼ lj
Y

14 i4 tj

VjðxijÞ: ðÞ

On remarque maintenant que puisque l’on peut écrire mg ¼ mmj g et que mg 6¼ 0

(par hypothèse), on a mj g 6¼ 0, et de même mj�1g 6¼ 0. On déduit de là facilement,

pour des raisons d’homogénéité des polynômes par rapport aux groupes de variables

u j ou v j, que l’on a do
v j
ðmj gÞ ¼ do

v j
g et dou jðm


j�1gÞ ¼ do

v j
g. Il vient alors, en notant

d ¼ dov j g, d
o
v jðsjgÞ ¼ dov jðrjm


j gÞ ¼ dov jðm


j gÞ ¼ d, d’où il suit tj ¼ d et lj 6¼ 0. Revenant

à l’égalité ðÞ, on obtient donc:

Mvðmj�1sjgÞ

Mvðmj gÞ
¼

Y
14 i4d

MvðmðUjÞðxijÞÞ

MvðVjðxijÞÞ
¼

Y
14 i4d

max04 k4M jFkðxijÞjv�
max04 i4N jxijv

�D ;

d’où

Ad
v 4

Mvðmj�1gÞ

Mvðmj gÞ
4Bd

v pour tout j de f1; . . . ; rg:
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Comme

Y
14 j4 r

Mvðmj�1gÞ

Mvðmj gÞ
¼
Mvðm0gÞ
Mvðmr gÞ

¼
MvðmgÞ
MvðgÞ

;

il vient finalement

Ardv 4
MvðmgÞ
MvðgÞ

4Brdv ;

d’où la conclusion puisque d ¼ Dr�1 dðpÞ. &

LEMME 3.6. Soient X,!PN et Y,!PM deux variétés projectives irréductibles de

même dimension, dont les plongements correspondent aux diviseurs D et D0 respecti-

vement. Soit g:X! Y un morphisme surjectif, fini et plat, pour lequel il existe un ouvert

non vide U de Y tel que les fibres des éléments de U aient pour cardinal k5 1. Sup-

posons que gD0 � DD, où D5 1. Alors, pour toute sous-variété fermée W � Y de

dimension r� 1 et vérifiant W \U 6¼ Ø, on a:

dðg�1WÞ ¼
k

Dr�1
dðWÞ;

dðg�1WÞ (resp. dðWÞ) désignant le degré dans PN (resp. PM).

Démonstration. Nous allons procéder comme dans [Hi] ou [De2]. Rappelons que

le degré d’une sous-variété fermée W � Y est donné par deg0ð½W�:D0dimWÞ, où le

point désigne le produit d’intersection, où ½W� désigne le cycle associé à la variété W

et où, pour un cycle Z ¼
P
nP½P� de dimension 0, on note deg0ðZÞ ¼

P
nP ([Fu],

Chap. 2, Example 2.5.2.d). On a alors:

Dr�1 dðg�1WÞ ¼ deg0ð½g
�1W�:ðDDÞr�1

Þ

¼ deg0ðg
½W�:ðgD0Þ

r�1
Þ

¼ deg0ðg
ð½W�:D0r�1ÞÞ

¼ deg0ðg
�1ð½W�:D0r�1ÞÞ

¼ kdeg0ð½W�:D0r�1Þ

¼ k dðWÞ;

l’avant-dernière ligne provenant du fait que le cycle ½W�:D0r�1 est rationnellement

équivalent à un cycle dont le support peut être choisi dans W \U. &

Démonstration de la proposition 3.3. Remarquons que quitte à multiplier

F0; . . . ;FM par un dénominateur commun, on peut supposer que les coefficients de

F0; . . . ;FM sont entiers sur A. D’autre part, il est clair qu’on peut supposer W

irréductible : en effet, si l’inégalité est vraie pour les composantes irréductibles de W

de même dimension que W, alors elle sera vraie pour W en sommant les différentes

inégalités (les fonctions d et h étant additives, voir proposition 2.1). Soient alors f une
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forme résultante d’indice d0 ¼ ð1; . . . ; 1Þ de W � Y � PM, et g une forme résultante

d’indice d ¼ ðD; . . . ;DÞ de g�1W � X � PN. Fixons K � �k une extension finie de k

vérifiant les conditions du lemme 3.4, telle qu’en outre les polynômes f et g aient leurs

coefficients dans K, et telle que W et toutes les composantes irréductibles de g�1W

soient définies sur K. Conservons enfin les notations m, m, u ji , v ja, Uj, Vj. . . du

lemme 3.5.

Nous allons tout d’abord montrer que hðmðgÞÞ ¼ khð f Þ. Pour tout morphisme de

spécialisation r : �k½u� ! C des variables u, on a, en notant s ¼ r � m : �k½v� ! C (on

prolonge bien sûr m à �k½X�):

r � mðgÞ ¼ 0 () sðgÞ ¼ 0

() g�1W \ Z
�
sðV1Þ

�
\ 
 
 
 \ Z

�
sðVrÞ

�
6¼ Ø

() g�1W \ Z
�
r � mðU1Þ

�
\ 
 
 
 \ Z

�
r � mðUrÞ

�
6¼ Ø

() g�1W \ g�1
�
ZðrðU1ÞÞ

�
\ 
 
 
 \ g�1

�
ZðrðUrÞÞ

�
6¼ Ø

() W \ Z
�
rðU1Þ

�
\ 
 
 
 \ Z

�
rðUrÞ

�
6¼ Ø

(surjectivit�e de g : X! YÞ

() rð f Þ ¼ 0:

On en déduit que mðgÞ et f ont les mêmes zéros, donc, f étant irréductible,

mðgÞ ¼ lf n, avec n5 1 et l 2 K, l 6¼ 0. Mais en reprenant la suite d’équivalences

ci-dessus, on voit que pour r spécialisation suffisamment générale on a:

dour ðm
ðgÞÞ ¼ dovrg ¼ card

�
g�1W \ ZðsðV1ÞÞ \ 
 
 
 \ ZðsðVr�1ÞÞ

�
¼ card

�
g�1W \ g�1

�
ZðrðU1ÞÞ

�
\ 
 
 
 \ g�1

�
ZðrðUr�1ÞÞ

��
¼ k card

�
W \ ZðrðU1ÞÞ \ 
 
 
 \ ZðrðUr�1ÞÞ

�
¼ kdour f:

D’où n ¼ k, et par suite hðmðgÞÞ ¼ khð f Þ comme annoncé.

Désignons maintenant par W1; . . . ;Ws les composantes irréductibles de g�1W de

dimension r� 1, par Pi ¼ I ðWiÞ �
�k½X0; . . . ;XN� l’idéal de Wi, et posons pi ¼

Pi \ K½X0; . . . ;XN� (14 i4 s). On a donc pi: �k ¼ Pi (car Wi est définie sur K). D’au-

tre part, on peut écrire g ¼
Q

14 i4 s gi, où gi est une forme résultante d’indice d de pi.
Appliquant alors le lemme 3.5 aux idéaux pi et aux formes gi, et en ajoutant toutes

les inégalités obtenues membre à membre, on obtient, pour toute place v de K (avec

les notations du lemme):

rDr�1 dðg�1WÞ logq Av 4 logq
MvðmðgÞÞ
MvðgÞ

4 rDr�1 dðg�1WÞ logq Bv:

On utilise ensuite le lemme 3.4 pour estimer Av et Bv, on multiplie par le degré

résiduel dv, on somme sur toutes les places de K et on divise par ½K : k�, ce qui

donne:

�c0rDr�1 dðg�1WÞ4 hðmðgÞÞ � hðgÞ4 c00rDr�1 dðg�1WÞ;
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avec

c0 ¼
1

½K : k�

X
vj1

dv logq jD1D2jv et c00 ¼
1

½K : k�

X
vj1

dv logq jD2jv:

On a donc finalement, compte tenu des relations c0 5 c00, r4 nþ 1, hðmðgÞÞ ¼
khðWÞ, hðgÞ ¼ Drhðg�1WÞ (proposition 3.2), et dðg�1WÞ ¼ k

Dr�1 dðWÞ (lemme 3.6):

jkhðWÞ � Drhðg�1WÞj4 ðnþ 1Þc0kdðWÞ:

C’est l’encadrement voulu avec c ¼ ðnþ 1Þc0. &

4. Hauteurs, multiplicités et intersection

L’objectif de ce paragraphe est de démontrer des formules pour la hauteur et la mul-

tiplicité d’un cycle intersection d’une variété projective avec une hypersurface, ana-

logues à celles de la proposition 4 de [Ph5]. Du fait de la caractéristique positive

nous obtiendrons un résultat moins fort pour les multiplicités.

Rappelons brièvement les définitions de [Ph5]. Si m 2 f0; . . . ;Ng, on appelle, con-

formément à l’usage, m-cycle positif de PN une somme formelle finie S ¼
P
ni½Wi�,

avec ni 2 N et Wi � PN variété projective irréductible de dimension m. Comme nous

ne considérerons que des cycles positifs, on dira plus simplement dans la suite m-

cycle au lieu de m-cycle positif. Si W � PN est une variété projective, on notera

dðWÞ son degré dans PN, et on étend la définition aux cycles par linéarité. Si

S ¼
P

14 i4 s ni½Wi� est un m-cycle, et si d ¼ ðd1; . . . ; drÞ est un r-uplet de ðN
Þ
r, où

r ¼ mþ 1, on appellera forme résultante d’indice d de S toute forme f de la forme

f ¼ fn1

1 
 
 
 fnss , où fi est une forme résultante d’indice d de Wi. Si de plus Wi est définie

sur �k pour tout i, on définit la hauteur de S, notée hðSÞ, en posant hðSÞ ¼ hð f Þ, où f

est une forme résultante d’indice d0 ¼ ð1; . . . ; 1Þ 2 Nmþ1 de S. Enfin, si W � PN est

une variété projective irréductible de dimension r� 1 et d’idéal p � C½X0; . . . ;XN�, et

si p 2 C½X0; . . . ;XN� est un polynôme homogène tel que p =2 p, on définit un cycle

intersection W:Zp de manière usuelle comme suit (cf. par ex. [Fu]). Notons

R ¼ C½X0; . . . ;XN�, I ¼ ðp; pÞ � R, et p1; . . . ; ps les premiers associés minimaux de

R=I. Pour chaque i 2 f1; . . . ; sg, soit ni ¼ ‘Rpi

�
ðR=IÞpi

�
la longueur du Rpi-module

ðR=IÞpi . Alors on pose W:Zp ¼
P

14 i4 s ni½Wi�, où Wi est la variété des zéros de pi.
Ceci étant, on a:

THÉORÈME 4.1. Soient W � PN une variété projective irréductible, définie sur �k,

d’idéal p � �k½X0; . . . ;XN�, et p 2 �k½X0; . . . ;XN� un polynôme homogène de degré d5 1

tel que p =2 p. Alors:

ðiÞ dðW:ZpÞ ¼ ddðWÞ:

ðiiÞ hðW:ZpÞ4dhðWÞ þ dðWÞhðpÞ:
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Démonstration. L’assertion (i) n’est rien d’autre qu’une reformulation du classique

théorème de Bézout (voir [Ha], Chap. I, Theorem 7.7). Montrons (ii). Avec les

notations du x 2, soient r ¼ dimWþ 1, d ¼ ðd; 1 . . . ; 1Þ 2 Nr, d0 ¼ ð1; . . . ; 1Þ 2 Nr�1,

r : �k ½u1; . . . ; ur� ! �k½u2; . . . ; ur� le morphisme de spécialisation défini par rðU1Þ ¼ p,

et f une forme résultante d’indice d de W. D’après la proposition 2.3, rð f Þ est une

forme résultante du cycle W:Zp d’indice d 0. D’autre part, la proposition 3.2 donne

hð f Þ ¼ dhðWÞ. L’inégalité à démontrer s’écrit donc hðrð f ÞÞ4 hð f Þ þ dðWÞhðpÞ. Or, si

K � �k est une extension finie de k contenant tous les coefficients de f et p, f est un

polynôme en les variables u2; . . . ; ur, dont les coefficients sont des polynômes

homogènes aa 2 K½u
1� de degré dðWÞ. Par spécialisation des variables u1 en les

coefficients de p, on obtient alors aisément, pour toute place v de K,

Mvðrð f ÞÞ4Mvð f Þ:MvðpÞ
dðWÞ. D’où le résultat. &

Pour énoncer le théorème suivant il nous faut définir tout d’abord les différentes

notions de multiplicité dont nous aurons besoin. Nous suivons [Ph2] et [Ph5] pour les

définitions, mais certains des résultats de ces articles ne s’appliquant plus ici (à cause

de la caractéristique positive), nous devrons procéder autrement pour obtenir le

théorème 4.2.

Soit W � PN une variété projective irréductible d’idéal homogène (premier)

p � C½X0; . . . ;XN�, x ¼ ðx0; . . . ; xNÞ 2 PN un point de W, et p 2 C½X0; . . . ;XN� un

polynôme. On note Mx l’idéal premier de C½X0; . . . ;XN�=p correspondant au point

x 2W, et �p l’image de p par la surjection canonique C½X0; . . . ;XN� !

C½X0; . . . ;XN�=p. On définit alors l’ordre de p en x le long de W par ordx;Wp :¼

supf‘ 2 N j �p 2 M‘
xg 2 N [ fþ1g. On définit encore l’ordre de p en x par

ordxp ¼ ordx;PN
p. Il est clair que la fonction ordx définit une valuation (discrète)

sur l’anneau C½X0; . . . ;XN�. D’autre part on a : ordx;W p ¼ þ1 , p 2 p (ceci résulte

immédiatement de la relation
T

‘5 0 M
‘
x ¼ ð0Þ).

Passons à la multiplicité d’un cycle en un point ([Ph2]). Soit tout d’abord W � PN

une variété projective irréductible de dimension r� 1. On pose d0 ¼ ð1; . . . ; 1Þ 2 Nr,

et on reprend les notations correspondantes u ji (04 i4N, 14 j4 r) et Uj (§ 2). On

introduit encore de nouvelles indéterminées s jik, 14 j4 r, 04 i < k4N, et on pose

s jik ¼ �s jki si i > k et s jii ¼ 0. Si R ¼ C½X0; . . . ;XN�, on définit alors un morphisme de

R-algèbres d : R½u� ! R½s� par dðu ji Þ ¼
P

04 k4N s
j
ikXk: Si x est un point de PN et g

un polynôme de R½s�, on définit ordxg par ordxg ¼ min14 i4 t ordxgi, où

g1; . . . ; gt 2 R sont les coefficients de g. Ceci définit une valuation discrète sur l’an-

neau R½s�. Avec ces notations, on définit la multiplicité de W en x par

mxðWÞ ¼ ordxdf, où f est une forme résultante d’indice d0 de W. Si maintenant

S ¼
P

14 i4 s ni½Wi� est un m-cycle de PN, on définit la multiplicité de S en x par

mxðSÞ ¼
P

14 i4 s nimxðWiÞ. On voit aisément que mxðSÞ ¼ ordxdf, où f est une

forme résultante d’indice d0 de S.

On peut maintenant énoncer le résultat que nous obtenons concernant les multi-

plicités:
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THÉORÈME 4.2. Soient W � PN une variété projective irréductible d’idéal

p � C½X0; . . . ;XN�, et p 2 C½X0; . . . ;XN� un polynôme homogène de degré d5 1 tel

que p =2 p. Alors, pour tout point x 2W, on a : mxðW:ZpÞ5 ordx;Wp:

La démonstration nécessite plusieurs lemmes.

LEMME 4.3. Soit W � PN une variété projective irréductible. Alors:

ðiÞ Pour tout x 2 PN, on a : mxðWÞ ¼ 0 , x =2W.

ðiiÞ Il existe un ouvert non vide U de W tel que 8 x 2 U; mxðWÞ ¼ 1.

Démonstration. (i) Soient f une forme résultante d’indice d0 ¼ ð1; . . . ; 1Þ 2 Nr de

W, et f1; . . . ; ft les coefficients de df 2 R½s�. On sait d’après [Ne], Lemma 11, que

l’idéal homogène J ¼ ð f1; . . . ; ftÞ est inclus dans l’idéal p de définition de W, et

que
ffiffiffi
J

p
¼ p. Il est alors clair que si x 2W on a ordxfi5 1 pour tout i, d’où

mxðWÞ5 1. Réciproquement, si mxðWÞ5 1, alors fi 2 Mx pour tout i, où Mx � R

est l’idéal correspondant au point x 2 PN. Donc J � Mx, d’où
ffiffiffi
J

p
¼ p � Mx et

x 2W. Ceci prouve (i).

(ii) Toujours d’après [Ne], Lemma 11, on sait que p est l’unique composante pri-

maire isolée de l’idéal J ¼ ð f1; . . . ; ftÞ. Donc J a une décomposition primaire mini-

male de la forme J ¼ p \Q1 \ 
 
 
 \Qs, avec
ffiffiffiffiffi
Qi

p
¼ pi et p 6� pi pour tout i,

14 i4 s. Notons, pour i 2 f1; . . . ; sg, Wi ¼ ZðQiÞ le lieu des zéros de Qi, et posons

O ¼W n
S

14 i4 s Wi, qui est donc un ouvert non vide de W. Soit maintenant x 2 O

tel que mxðWÞ5 2. Alors f1ðxÞ ¼ 
 
 
 ¼ ftðxÞ ¼ 0 et @fi
@xj

ðxÞ ¼ 0, 14 i4 t, 04 j4N.

Montrons que pour tout élément homogène g 2 p et tout j 2 f0; . . . ;Ng, on a
@g
@xj

ðxÞ ¼ 0. Soit donc g 2 p. Soit h 2 Q1 \ 
 
 
 \Qs, homogène, tel que h =2Mx (un

tel élément h existe car x 2 O). Alors gh 2 J, et donc @ðghÞ
@xj

ðxÞ ¼ 0 pour tout

j 2 f0; . . . ;Ng. D’où hðxÞ @g
@xj

ðxÞ ¼ 0, puis @g
@xj

ðxÞ ¼ 0 car hðxÞ 6¼ 0. Ainsi, on a montré

que tout point x 2 O tel que mxðWÞ5 2 est un point singulier de la variété W. L’en-

semble des points singuliers d’une variété projective étant un fermé propre de la var-

iété, on a bien (ii). &

On déduit immédiatement du lemme le corollaire suivant:

COROLLAIRE 4.4. Soit S ¼
P

14 i4 s ni½Wi� unm-cycle dePN, où 04m4N.Alors,

si i 2 f1; . . . ; sg, on a mxðSÞ ¼ ni pour tout x appartenant à un ouvert non vide de Wi.

Nous aurons encore besoin du lemme un peu technique suivant.

LEMME 4.5. Soient x un point de PNðCÞ, L ¼ Cðs2; . . . ; sr;X0; . . . ;XNÞ une clôture

algébrique du corps Cðs2; . . . ; sr;X0; . . . ;XNÞ, et ordx : L! Q [ fþ1g un prolonge-

ment quelconque de la valuation ordx : Cðs
2; . . . ; sr;X0; . . . ;XNÞ ! Z [ fþ1g. Soient
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q un polynôme homogène non nul de C½X0; . . . ;XN� et z ¼ ðz0; . . . ; zNÞ un point de

LNþ1 n f0g. Alors

LordxqðzÞ5 ordxq: min
04 j<k4N

ordxðzjxk � zkxjÞ þ ðdoq� ordxqÞ min
04 i4N

ordxzi:

Démonstration. Supposons tout d’abord min04 i4N ordxzi ¼ 0. Soit i 2 f0; . . . ;Ng

un indice tel que xi 6¼ 0. Le polynôme q s’écrit sous la forme

q ¼
X

‘4 jaj4d

caX
d�jaj
i

Y
04 j4N

j6¼i

ðxiXj � xjXiÞ
aj ;

où d ¼ doq, ‘ ¼ ordxq, a ¼ ðajÞ04 j4N
j 6¼i

2 NN, et ca 2 C. Comme ordxzj5 0 et

ordxðxizj � xjziÞ5 0 pour tout j, on en déduit facilement que ordxqðzÞ5 ‘minj6¼i
ordxðxizj � xjziÞ, d’où le résultat.

Si maintenant z est quelconque, soit k un indice tel que ordxzk ¼ min04 i4N

ordxzi. En appliquant le résultat précédent à z=zk et en remarquant que zdk
qðz=zkÞ ¼ qðzÞ, on obtient le lemme. &

Démonstration du théorème 4.2. Posons r ¼ dimWþ 1, d0 ¼ ð1; . . . ; 1Þ 2 Nr,

d ¼ ðd; 1; . . . ; 1Þ 2 Nr, et soit f 2 C½u1; . . . ; ur� (resp. fd 2 C½v
1; u2; . . . ; ur�) une forme

résultante d’indice d0 (resp. d) de p. On note comme précédemment U1; . . . ;Ur;V1

les polynômes génériques correspondant aux variables u1; . . . ; ur; v1, et l’on introduit

comme ci-dessus les indéterminées s jik, 14 j4 r, 04 i; k4N. Notons encore L le

corps algébriquement clos L ¼ Cðs2; . . . ; sr;XÞ (où X désigne la collection des

indéterminées X0; . . . ;XN), et désignons par d2 : C½u2; . . . ; ur� ! L le morphisme de

C-algèbres défini par d2ðu
j
i Þ ¼

P
04 k4N s

j
ikXk (prolongé en d2 : C½u; v1� ! L½u1; v1�),

et par d1 : L½u1� ! L½s1� le morphisme de L-algèbres défini par d1ðu
1
i Þ ¼

P
04 k4N

s1ikXk. Posons d ¼ d1 � d2, et soit r : C½v1� ! C le morphisme de C-algèbres défini

par rðV1Þ ¼ p (que l’on prolonge en un morphisme de L-algèbres r : L½v1; u1; s1� !

L½u1; s1�). Avec ces notations, rfd est une forme résultante d’indice ð1; . . . ; 1Þ 2 Nr�1

du cycle W:Zp, donc mxðW:ZpÞ ¼ ordxðd2rfdÞ ¼ ordxðrd2fdÞ:

Remarquons maintenant que d2f 6¼ 0: en effet, d2f ¼ 0 impliquerait

df ¼ d1d2f ¼ 0, d’où myðWÞ ¼ þ1 pour tout y 2W, ce qui est exclu d’après le

lemme 4.3. On a de la même fac� on d2fd 6¼ 0. Par la proposition 2.4, si l’on désigne

par V ¼ Z
�
d2ðpÞ

�
� PNðLÞ et par Hj ¼ Z

�
d2ðUjÞ

�
ð24 j4 rÞ, il existe des points

z1; . . . ; zt de LNþ1 n f0g, éventuellement égaux, et de même des points z01; . . . ; z
0
s de

LNþ1 n f0g tels que d2f ¼
Q

14 i4 t U1ðziÞ, d2fd ¼
Q

14 i4 s V1ðz
0
iÞ, et V \H2 \ 
 
 
 \

Hr ¼ fz1; . . . ; ztg ¼ fz01; . . . ; z
0
sg. Notons que puisque do

v1ðd2fdÞ ¼ do
v1fd ¼ dou1 f ¼

dou1ðd2fÞ, on a en fait s ¼ t. Considérons alors le morphisme de L-algèbres

o : L½v1; u2; . . . ; ur� ! L½u1; . . . ; ur� caractérisé par oðV1Þ ¼ Ud
1 et oðu ji Þ ¼ u ji si

24 j4 r. On sait que l’on a oð fdÞ ¼ lf d, avec l 2 C; l 6¼ 0 (voir [Re], prop.

III.2.3 ou [Ph1], preuve de la prop. 2.8 page 36), mais quitte à prendre fd=l au

lieu de fd, on peut supposer l ¼ 1. On a alors ðd2fÞ
d
¼ d2oð fdÞ ¼ oðd2fdÞ, ce qui

donne
Q

14 i4 t U1ðziÞ
d
¼

Q
14 i4 t U1ðz

0
iÞ
d: Ces deux décompositions en produit de
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facteurs irréductibles dans L½u1� impliquent, quitte à renuméroter, que zi et z0i sont

proportionnels pour tout i. Par homogénéité de U1 et V1, on peut alors supposer

z0i ¼ zi, 14 i4 t.

Choisissons maintenant un prolongement quelconque à L de la valuation

ordx : Cðs
2; . . . ; sr;XÞ ! Z [ fþ1g, prolongement qu’on notera encore ordx. On

prolonge cette valuation en ordx : L½u
1; s1� ! Q [ fþ1g en posant, si g 2 L½u1; s1�,

ordxg ¼ mina ordxga, où ðgaÞa sont les coefficients de g 2 L½u1; s1�. On définit encore,

si zi ¼ ðzi0; . . . ; ziNÞ 2 L
Nþ1, ordxzi ¼ min04 j4N ordxzij. Appliquons l’homomor-

phisme r. Il vient : rðd2fdÞ ¼
Q

14 i4 t pðziÞ. Mais par définition de ordx;W p, on peut

écrire p ¼ qþ r, avec r 2 p et q 2 C½X0; . . . ;XN� homogène tel que ordxq ¼ ordx;W p.

On a donc pðziÞ ¼ qðziÞ pour tout i puisque zi 2 Zðd2ðpÞÞ, et grâce au lemme 4.5 on

obtient finalement:

mxðW:ZpÞ ¼ ordxðrd2fdÞ ¼
X

14 i4 t

ordxðqðziÞÞ

5 ordxq
X

14 i4 t

min
04 j<k4N

ordxðzijxk � zikxjÞ

þ ðdoq� ordxqÞ
X

14 i4 t

ordxzi:

Si l’on définit maintenant, comme dans [Ph1], le morphisme de L-algèbres d1;x :

L½u1� ! L½s1� par d1;xðu
1
i Þ ¼

P
04 k4N s

1
ikxk, on a, pour tout i:

d1;x

�
U1ðziÞ

�
¼

X
04 j4N

d1;xðu
1
j Þzij ¼

X
04 j4N
04 k4N

s1jkzijxk ¼
X

04 j<k4N

ðzijxk � zikxjÞs
1
jk:

Il en résulte

ordxðd1;x � d2fÞ ¼
X

14 i4 t

ordx
�
d1;xðU1ðziÞÞ

�

¼
X

14 i4 t

min
04 j<k4N

ordxðzijxk � zikxjÞ

et comme par ailleurs

ordxðd2fÞ ¼
X

14 i4 t

ordxU1ðziÞ ¼
X

14 i4 t

ordxzi5 0

(car d2f, vu comme polynôme en u1, est en fait à coefficients dans C½s2; . . . ; sr;X�),

on obtient:

mxðW:ZpÞ5 ordxq:ordxðd1;x � d2fÞ:

Il reste encore à voir que ordxðd1;x � d2fÞ5 1. Introduisons pour cela de nouvelles

indéterminées X0
0; . . . ;X

0
N. Par définition de d1 � d2f et d1;x � d2f, il existe un poly-

nôme DðX;X0; sÞ ¼
P

a caðX;X
0Þsa 2 C½X;X0; s� (où les ca sont des polynômes de

C½X;X0�) tel que df ¼ d1 � d2f ¼ DðX;X; sÞ et d1;x � d2f ¼ DðX; x; sÞ. Avec ces nota-

tions on a ordxðdfÞ ¼ mina ordxcaðX;XÞ et ordxðd1;x � d2fÞ ¼ mina ordxcaðX; xÞ. Or,

ordxdf5 1 par le lemme 4.3, donc caðx; xÞ ¼ 0 pour tout a, et par suite ordx
caðX; xÞ5 1 pour tout a. On en déduit ordxðd1;x � d2fÞ5 1 comme annoncé. &
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Remarque: la preuve précédente montre en fait l’inégalité plus précise

mxðW:ZpÞ5 ordx;Wp:ordxðd1;x � d2fÞ. Comme l’a remarqué le rapporteur, afin

d’améliorer le théorème 4.2 et d’obtenir un analogue parfait de la proposition 4 de

[Ph5], il faudrait disposer d’un analogue en caractéristique positive de la proposition

1 de [Ph2] et de son corollaire, qui impliqueraient ordxðd1;x � d2fÞ5 ordxðdfÞ ¼
mxðWÞ.

5. Les deux compactifications de G
n
a

Dans ce qui suit on note t : C! C le Frobenius x7!xq et Cftg l’anneau des endo-

morphismes Fq-linéaires de Ga. Rappelons qu’on appelle alors module de Drinfeld

un couple ðGa;cÞ, où c : A! Cftg est un homomorphisme injectif d’anneaux tel

que, pour tout a 2 A, cðaÞ s’écrive sous la forme cðaÞ ¼ a0t0 þ 
 
 
 þ amtm, avec

a0 ¼ a. L’entier m s’écrit alors m ¼ d deg a, où d5 0 est le rang du module de Drin-

feld. Si ðGa;cÞ est un A-module de Drinfeld de rang d5 0 défini par

cðTÞ ¼ Tt0 þ a1t1 þ 
 
 
 þ adtd, ad 6¼ 0, on dira que ðGa;cÞ est défini sur le corps

K � C si tous les ai sont dans K.

Dans toute la suite on se fixe une fois pour toutes n A-modules de Drinfeld

ðGa;FiÞ, 14 i4 n, de rangs respectifs d1; . . . ; dn, et l’on note E ¼ ðG
n
a;FÞ le T-mod-

ule produit. On supposera que les modules de Drinfeld ðGa;FiÞ sont tous de rang

di5 1 (14 i4 n), et qu’en outre ils sont tous définis sur �k. On note alors

d ¼ ppcmðd1; . . . ; dnÞ et, pour 14 i4 n, on pose Di ¼ d=di. Pour a 2 A, on définit

alors l’application ½a� : G
n
a ! G

n
a par

½a�ðx1; . . . ; xnÞ ¼ ðF1ða
D1Þðx1Þ; . . . ;Fnða

DnÞðxnÞÞ:

Notons que ½a� est un endomorphisme Fq-linéaire de G
n
a tel que ½ab� ¼ ½a� � ½b� ¼

½b� � ½a� pour tout ða; bÞ 2 A2; d’autre part, dans le cas où d1 ¼ 
 
 
 ¼ dn, on a

d ¼ di et Di ¼ 1 pour tout i, et l’application ½a� est l’action naturelle du T-module

produit E.

Afin de pouvoir définir la hauteur normalisée d’une sous-variété de E, nous avons

besoin de fixer une compactification de G
n
a possédant de bonnes propriétés. Nous

considérerons j1 : G
n
a ,!Pn et j2 : G

n
a ,!ðP1Þ

n ,�!
Segre

P2n�1 les deux plongements nat-

urels de G
n
a, définis respectivement par j1ðx1; . . . ; xnÞ ¼ ð1; x1; . . . ; xnÞ et j2 ¼ s � j,

où s : ðP1Þ
n ,!P2n�1 est le plongement de Segre et jðx1; . . . ; xnÞ ¼ ð1; x1; . . . ; 1; xnÞ.

Les propriétés de ces plongements qui nous seront utiles sont résumées dans les

deux propositions suivantes.

PROPOSITION 5.1. Soit j : G
n
a,!PN l’un des deux plongements j1 ou j2. Notons

G ¼ jðGn
aÞ et

�G l’adhérence de Zariski de G dans PN. Alors:

ðiÞ Soit D le diviseur de �G correspondant à l’inclusion �G � PN. Pour tout a 2 A non

nul, le morphisme ½a� : G
n
a ! G

n
a se prolonge en un morphisme surjectif
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½a� : �G! �G fini et plat, tel que ½a�ðDÞ � dD (où d ¼ qd deg a), vérifiant ½a�ðGÞ ¼ G

et ½a�ð �G n GÞ ¼ �G n G, et donné par une famille de polynômes F
ðaÞ
0 ; . . . ;FðaÞ

N , à coef-

ficients dans �k et homogènes de même degré d.
ðiiÞ Pour tout x 2 G

n
að
�kÞ, la translation tx : G

n
a ! G

n
a; x 7!xþ x se prolonge en un

isomorphisme tx : �G! �G donné par des polynômes à coefficients dans �k homo-

gènes de degré un.

Démonstration. La vérification est facile. Pour le plongement j1 : G
n
a ,!Pn on a

�G ¼ Pn, et ½a� se prolonge en ½a� : Pn ! Pn par

½a�ðx0; . . . ; xnÞ ¼
�
xd0; x

d
0F1ða

D1 Þðx1=x0Þ; . . . ; x
d
0Fnða

DnÞðxn=x0Þ
�
:

Les propriétés (i) en découlent alors facilement (la platitude résulte par exemple de

[Ha], exercice 10.9), et la propriété (ii) est claire.

Pour le plongement j2, on commence par définir le morphisme suivant, dans

ðP1Þ
n:

½a� : ðP1Þ
n
�!ðP1Þ

n

ðx1; . . . ; xnÞ 7�! ðxd10; x
d
10F1ða

D1Þðx11=x10Þ; . . . ; x
d
n0; x

d
n0Fnða

DnÞðxn1=xn0ÞÞ

où xi ¼ ðxi0; xi1Þ, 14 i4 n. Posant alors G0 l’image de G
n
a dans ðP1Þ

n, on a

G0 ¼ ðP1Þ
n, et ce morphisme vérifie les propriétés voulues avec G0 et G0 au lieu de

G et �G. Via le plongement de Segre (qui est une immersion fermée), on obtient alors

un morphisme ½a� : �G! �G ayant les conditions (i) requises. Pour (ii) on procède de

même en constatant tout d’abord que tx : ðP1Þ
n
! ðP1Þ

n défini par

txðx10; x11; . . . ; xn0; xn1Þ ¼ ðx10; x11 þ x1x10; . . . ; xn0; xn1 þ xnxn0Þ

vérifie les conditions dans ðP1Þ
n. Par plongement de Segre on obtient alors la pro-

priété voulue. &

Dans toute la suite, si j : G
n
a ,!PN est l’un des deux plongements j1 ou j2, on

note G ¼ jðGn
aÞ,

�G son adhérence, et si V � G
n
a est une variété affine, on identifie

V à jðVÞ � PN. Enfin, si a est un élément non nul de A, ½a� désigne, sauf mention

expresse du contraire, le morphisme prolongé ½a� : �G! �G.

PROPOSITION 5.2. Soient j : G
n
a ,!PN l’un des deux plongements j1 ou j2, et

V � G
n
a une variété affine. Alors, pour tout élément non nul a 2 A, on a ½a��1

ð �VÞ ¼

½a��1
ðVÞ.

Démonstration. On se ramène immédiatement au cas où V est irréductible. Dans

ce cas, décomposons ½a��1
ð �VÞ en composantes irréductibles: ½a��1

ð �VÞ ¼
S

14 i4 s Wi.

Alors ½a�ð½a��1
ð �VÞÞ ¼ �V ¼

S
14 i4 s½a�ðWiÞ. Comme �V est irréductible et que

dimWi ¼ dim½a�ðWiÞ ¼ dimV pour tout i (puisque ½a� est plat de dimension relative

0, [Ha], Corollary II.9.6), on en déduit que ½a�ðWiÞ ¼ �V pour tout i. Il en résulte en
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particulier, vu les propriétés (i) de la proposition 5.1, que Wi \ G 6¼ Ø et donc

ðWi \ GÞ ¼Wi. On obtient finalement:

½a��1
ðVÞ ¼ ½a��1

ð �VÞ \ G ¼
[

14 i4 s

ðWi \ GÞ ¼
[

14 i4 s

Wi ¼ ½a��1
ð �VÞ: &

6. Hauteurs des variétés projectives relatives à un bon plongement

À partir de maintenant on suppose que l’on a choisi une fois pour toutes l’un des

deux plongements j1 ou j2, que l’on notera souvent plus simplement j. Un tel choix

étant fait, on introduit alors la définition suivante:

DÉFINITION 6.1. On appellera ‘‘bon plongement’’ de degré D5 1 toute immersion

fermée c : �G ,!PM vérifiant les propriétés suivantes.

(i) Si D et D0 sont les diviseurs correspondant aux plongements de �G dans PN et

PM respectivement, alors D0 � DD.

(ii) Le morphisme c est donné par des polynômes F0; . . . ;FM de �k½X0; . . . ;XN�,

homogènes de même degré D, et ne s’annulant pas identiquement sur �G.

Les lemmes qui suivent sont analogues à ceux de [Ph3] et nous permettront de

définir les hauteurs normalisées relativement à un bon plongement. Toutes les ‘‘con-

stantes’’ qui apparaissent dépendent toujours, sans que ce soit explicitement écrit, de

n, des modules de Drinfeld, et des plongements j et c fixés. Rappelons que l’on iden-

tifie toute variété affine V � G
n
a à son image dans PN. On note alors dðVÞ le degré de

�V � PN, et si c est un bon plongement, on note dcðVÞ le degré de cðVÞ. On utilise des

notations analogues pour h (cf. définition 3.1).

LEMME 6.2. Soit c: �G ,!PM un bon plongement. Soit a un élément non nul de A, et

posons d ¼ qd deg a. Alors il existe un réel c1ðaÞ > 0 tel que, pour tout entier ‘ 2 N et

toute sous-variété fermée V � G
n
a définie sur

�k, de dimension r� 1, on ait:

ðiÞ dcð½a
‘�
�1VÞ ¼ d‘ðn�rþ1Þ dcðVÞ

ðiiÞ jhcðVÞ � d‘ðr�nÞhcð½a‘��1VÞj4 c1ðaÞd
‘ dcðVÞ:

Démonstration. Remarquons déjà que (i) est une conséquence immédiate du

lemme 3.6. En effet, en prenant pour g le morphisme c: �G! cð �GÞ, ce lemme donne

dcðVÞ ¼ Dr�1 dðVÞ pour tout V, où D désigne le degré du bon plongement c. Mais

avec g ¼ ½a‘�, U ¼ G et W ¼ �V (et la proposition 5.2), il donne aussi dð½a‘��1VÞ ¼

d‘ðn�rþ1Þ dðVÞ, d’où le résultat.

Pour montrer (ii), on applique la proposition 3.3 aux morphismes c et ½a� comme

ci-dessus, ce qui donne, pour toute sous-variété V � G
n
a: jhcðVÞ � DrhðVÞj4 c dcðVÞ

et jhðVÞ � dr�nhð½a��1VÞj4 cadðVÞ, où ca > 0. L’inégalité triangulaire conduit

alors à:

jhcðVÞ � dr�nhcð½a��1VÞj4 c dcðVÞ þ Drca dðVÞ þ dr�nc dcð½a��1VÞ:

340 VINCENT BOSSER

https://www.cambridge.org/core/terms. https://doi.org/10.1023/A:1020072121370
Downloaded from https://www.cambridge.org/core. IP address: 92.154.251.157, on 17 Feb 2018 at 16:00:39, subject to the Cambridge Core terms of use, available at

https://www.cambridge.org/core/terms
https://doi.org/10.1023/A:1020072121370
https://www.cambridge.org/core


Comme dcðVÞ ¼ Dr�1 dðVÞ et dcð½a�
�1VÞ ¼ dn�rþ1 dcðVÞ, il vient

jhcðVÞ � dr�nhcð½a��1VÞj4 cð1 þ dÞ dcðVÞ þ caD dcðVÞ4 c1ðaÞ dcðVÞ:

Il suffit maintenant d’écrire cette inégalité pour la variété ½ai��1V, 04 i4 ‘� 1, et de

sommer sur tous les i pour obtenir, vu que diðr�nÞ dcð½ai��1VÞ ¼ di dcðVÞ:

jhcðVÞ � d‘ðr�nÞhcð½a‘��1VÞj4 c1ðaÞ dcðVÞð1 þ dþ 
 
 
 þ d‘�1
Þ4 c1ðaÞd

‘ dcðVÞ:

&

Dans le lemme suivant, si x 2 G
n
a, on note tx: �G! �G la translation par x ( cf. pro-

position 5.1).

LEMME 6.3. Soit c: �G,!PM un bon plongement. Alors, pour tout point x 2 G
n
að
�kÞ,

il existe un réel cðxÞ > 0 tel que, pour toute variété fermée V � G
n
a définie sur

�k, on ait:

ðiÞ dcðtxðVÞÞ ¼ dcðVÞ.

ðiiÞ jhcðtxðVÞÞ � hcðVÞj4 cðxÞdcðVÞ.

Démonstration. La proposition 3.3 et le lemme 3.6 (appliqués en prenant pour

g la translation tx) donnent les inégalités du lemme lorsque c est l’inclusion �G � PN.

On obtient ensuite le lemme pour c quelconque comme précédemment, en utilisant

à nouveau la proposition 3.3 et le lemme 3.6, appliqués à c pour comparer dc et d,

hc et h. &

Avant d’énoncer le lemme qui suit, introduisons quelques notations. Si X est un

ensemble fini, on note jX j son cardinal, et si a est un élément de A, on pose Ker½a� ¼

fx 2 G
n
a j ½a�ðxÞ ¼ 0g. On remarquera que l’on a jKer½a�j ¼ qdndeg a. Enfin, si V � G

n
a

est une sous-variété fermée, on note SV le stabilisateur de V, c’est-à-dire

SV ¼ fx 2 G
n
a j xþ V ¼ Vg. On a alors:

LEMME 6.4. Soient c: �G,!PM un bon plongement, et a un élément non nul de A.

Alors il existe un réel c2ðaÞ > 0 tel que, pour toute sous-variété irréductible V � G
n
a

définie sur �k et de dimension r� 1, on ait:

ðiÞ dcð½a�VÞ ¼
qdðr�1Þdeg a

jKer½a� \ SVj
dcðVÞ;

ðiiÞ jhcð½a�VÞ �
qdr deg ahcðVÞ

jKer½a� \ SVj
j4 c2ðaÞ

qdr deg a

jKer½a� \ SVj
dcðVÞ.

Démonstration. On procède comme dans [Ph3], lemme 6. Posons d ¼ qd deg a et

W ¼ ½a�V. On vérifie facilement que l’on a

½a��1W ¼
[

x2Ker½a�=ðKer½a�\SVÞ

ðxþ VÞ; ðÞ
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cette écriture étant la décomposition en composantes irréductibles de ½a��1W. On en

déduit, grâce au lemme 6.3:

dcð½a�
�1WÞ ¼

X
x

dcðxþ VÞ ¼
jKer½a�j

jKer½a� \ SVj
dcðVÞ;

d’où la partie (i) du lemme grâce au lemme 6.2. De même, le lemme 6.3 et la décom-

position (*) donnent

hcð½a�
�1WÞ �

jKer½a�j

jKer½a� \ SVj
hcðVÞ

����
����

¼
X
x

�
hcðxþ VÞ � hcðVÞ

������
�����4

jKer½a�j

jKer½a� \ SVj
max

x2Ker½a�
fcðxÞg

� 
dcðVÞ:

Avec le lemme 6.2 et la partie (i) déjà prouvée il vient alors:

hcðWÞ �
dr

jKer½a� \ SVj
hcðVÞ

����
����4 hcðWÞ �

dr

jKer½a�j
hcð½a�

�1WÞ

����
����þ

þ
dr

jKer½a�j
hcð½a�

�1WÞ �
jKer½a�j

jKer½a� \ SVj
hcðVÞ

����
����

4 c1ðaÞ þ max
x2Ker½a�

fcðxÞg
� 

drdcðVÞ
jKer½a� \ SVj

:

On obtient bien (ii) en posant c2ðaÞ ¼ c1ðaÞ þ maxx2Ker½a�fcðxÞg. &

Convenons de dire qu’un point x de G
n
a est un point de pseudo-½a�-torsion du T-

module E si ½a�ðxÞ ¼ 0. On a alors le:

LEMME 6.5. Soient c: �G,!PM un bon plongement, et a un élément non nul de A. Il

existe un réel c3ðaÞ > 0 tel que, pour tout entier ‘ 2 N, tout point x de pseudo-½a‘�-
torsion de E, et toute sous-variété V � G

n
a définie sur

�k, on ait:

jhcðxþ VÞ � hcðVÞj4 c3ðaÞdcðVÞ:

Démonstration. Si deg a ¼ 0, alors le seul point de pseudo-½a‘�-torsion de E est

x ¼ 0. Dans ce cas, le lemme 6.5 est trivial avec c3ðaÞ ¼ 1 par exemple.

Supposons maintenant deg a5 1. Nous allons montrer que c3ðaÞ ¼
2q
q�1 c2ðaÞ con-

vient, où c2ðaÞ est le réel du lemme 6.4. On peut évidemment supposer V irréductible,

ce que nous ferons. On procède alors par récurrence sur ‘. Si ‘ ¼ 0, l’inégalité à

démontrer est évidemment vérifiée. Si ‘ ¼ 1, elle est vraie d’après le lemme 6.3, puis-

que pour tout point x de pseudo-½a�-torsion on a cðxÞ4 c2ðaÞ4 c3ðaÞ d’après le choix

de c2ðaÞ fait dans la preuve du lemme 6.4. Supposons l’inégalité vraie pour ‘� 1

(‘5 2), et soit x 2 G
n
a tel que ½a‘�ðxÞ ¼ 0. Alors x0 ¼ ½a�ðxÞ est de pseudo-½a‘�1�-tor-

sion, donc, par hypothèse de récurrence:

jhcðx
0
þ ½a�VÞ � hcð½a�VÞj4

2q

q� 1
c2ðaÞdcð½a�VÞ: ðÞ
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D’autre part, d’après le lemme 6.4 (ii) appliqué à xþ V et à V, on a, en tenant

compte de dcðxþ VÞ ¼ dcðVÞ et SxþV ¼ SV:

jhcðx
0
þ ½a�VÞ �

qdr deg a

jKer½a� \ SVj
hcðxþ VÞj4 c2ðaÞ

qdrdeg a

jKer½a� \ SVj
dcðVÞ ðÞ

et

jhcð½a�VÞ �
qdrdeg a

jKer½a� \ SVj
hcðVÞj4 c2ðaÞ

qdr deg a

jKer½a� \ SVj
dcðVÞ: ð  Þ

La combinaison des inégalités ðÞ, ðÞ et ð  Þ donne alors

jhcðxþ VÞ � hcðVÞj4 2c2ðaÞdcðVÞ þ
jKer½a� \ SVj

qdrdeg a



2q

q� 1
c2ðaÞdcð½a�VÞ;

soit, d’après le lemme 6.4 (i):

jhcðxþ VÞ � hcðVÞj4 2 þ
2q

q� 1



1

qd deg a

� 
c2ðaÞdcðVÞ:

Mais comme deg a5 1 et d5 1, on a:

2 þ
2q

q� 1



1

qd deg a
4 2 þ

2q

qðq� 1Þ
¼

2q

q� 1
;

d’où finalement jhcðxþ VÞ � hcðVÞj4 c3ðaÞdcðVÞ, et l’inégalité est vraie pour ‘. Ceci

achève de démontrer le lemme. &

Nous pouvons maintenant démontrer le lemme suivant, qui montre qu’on a l’iné-

galité (ii) du lemme 6.4 pour tout a‘, ‘ 2 N, avec une ‘‘constante’’ c2ðaÞ indépendante

de ‘.

LEMME 6.6. Soient c: �G ,!PM un bon plongement, et a un élément non nul de A.

Alors il existe un réel c4ðaÞ > 0 tel que, pour tout entier ‘ 2 N et toute sous-variété

irréductible V � G
n
a définie sur

�k et de dimension r� 1, on ait:

hcð½a
‘�VÞ �

qdr‘ deg a

jKer½a‘� \ SVj
hcðVÞ

����
����4 c4ðaÞ

qdr‘ deg a

jKer½a‘� \ SVj
dcðVÞ:

Démonstration. Elle est identique à celle du lemme 6.4, en utilisant le lemme 6.5 au

lieu du lemme 6.3. On constate qu’on peut prendre c4ðaÞ ¼ c1ðaÞ þ c3ðaÞ, où c1ðaÞ et

c3ðaÞ sont les réels des lemmes 6.2 et 6.5 respectivement. &

7. Hauteurs normalisées d’une sous-variété de G
n
a

On reprend les notations et conventions des paragraphes précédents. En particulier,

on suppose que l’on s’est fixé l’une des deux compactifications ji (i ¼ 1 ou 2) de G
n
a

(x 5). Étant donné un bon plongement c: �G ,!PM, l’objet de ce paragraphe est de
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définir, à la fac� on de [Ph3], une hauteur normalisée pour les sous-variétés définies sur
�k du T-module E.

La définition des hauteurs normalisées repose sur le lemme suivant:

LEMME 7.1. Soient c: �G ,!PM un bon plongement, et V � G
n
a une sous-variété

irréductible définie sur �k. Alors, pour tout a 2 A tel que deg a5 1, la suite

‘ 7!
hcð½a

‘�VÞ

dcð½a‘�VÞ


dcðVÞ

qd‘ deg a

est une suite de Cauchy, qui converge vers un réel 50 indépendant de l’élément a choisi.

Démonstration. Montrons tout d’abord que pour tout a 2 A tel que deg a5 1, la

suite est de Cauchy. Pour tout ‘ 2 N on a, d’après les lemmes 6.4 et 6.6:

hcð½a
‘�VÞ

dcð½a‘�VÞ


dcðVÞ

qd‘ deg a
� hcðVÞ

����
����4 c4ðaÞdcðVÞ: ðÞ

Fixons ‘0 2 N. Pour tout ‘5 ‘0, l’inégalité précédente appliquée à la variété ½a‘0 �V

donne:

hcð½a
‘�VÞ

dcð½a‘�VÞ


dcð½a

‘0 �VÞ

qdð‘�‘0Þ deg a
� hcð½a

‘0 �VÞ

����
����4 c4ðaÞdcð½a

‘0 �VÞ:

Ainsi, pour tous ‘, ‘0 entiers 5‘0, on a, par l’inégalité triangulaire:

hcð½a
‘�VÞ

dcð½a‘�VÞ


dcðVÞ

qd‘ deg a
�
hcð½a

‘0 �VÞ

dcð½a‘
0
�VÞ



dcðVÞ

qd‘
0 deg a

����
����4 2c4ðaÞdcðVÞ

qd‘0 deg a
:

Ceci montre que la suite est bien de Cauchy puisque

lim
‘0!þ1

2c4ðaÞdcðVÞ

qd‘0 deg a
¼ 0:

Pour montrer maintenant que la limite est indépendante de l’élément choisi, pre-

nons a et b deux éléments de A de degré 5 1, et posons c ¼ ab. Notons ‘a, ‘b, et ‘c
les limites correspondant à a, b, c respectivement. En appliquant l’inégalité ðÞ à la

variété ½b‘�V, en divisant chaque membre par la quantité
dcðVÞ

qd‘ deg bdcð½b‘�VÞ
, puis en faisant

tendre ‘ vers l’infini, il vient alors ‘c ¼ ‘b, et de même on a ‘c ¼ ‘a. D’où le lemme. &

Compte tenu du lemme précédent on peut finalement poser:

DÉFINITION 7.2. Soient c: �G ,!PM un bon plongement et V � G
n
a une variété

affine définie sur �k. On appelle hauteur normalisée de V associée au plongement c, et

on note ĥcðVÞ, le réel 50 défini comme suit:

(i) Si V est irréductible, alors

ĥcðVÞ :¼ lim
‘!þ1

hcð½a
‘�VÞ

dcð½a‘�VÞ


dcðVÞ

qd‘ deg a
;
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où a est un élément quelconque de A tel que deg a5 1.

(ii) Si V est quelconque, alors ĥcðVÞ :¼
P

14 j4 s ĥcðVjÞ, où V1; . . . ;Vs sont les com-

posantes irréductibles de V de même dimension que V.

Lorsque c est simplement l’inclusion �G � PN, on notera plus simplement ĥ au lieu de

ĥc. On notera qu’en fait la hauteur normalisée définie ici dépend aussi de la compac-

tification choisie ji:G
n
a,!

�G � PN (i ¼ 1 ou 2), et il serait plus correct d’écrire ĥi;c et

ĥi au lieu de ĥc et ĥ. Mais pour alléger l’écriture et puisque ji reste ici fixé, nous ne

l’avons pas fait figurer dans la notation. D’autre part, lorsque les modules de Drin-

feld sont de même rang d, que l’on choisit le plongement j1:G
n
a,!Pn, que l’on prend

pour c l’inclusion �G � Pn, et que la variété V est réduite à un point x 2 G
n
að
�kÞ, alors

on retrouve la hauteur canonique de Denis ([De2]).

Les principales propriétés de la hauteur normalisée sont résumées dans le théo-

rème ci-après. On dira pour abréger qu’une variété V � G
n
a est ‘‘stable par [.]’’ si

½a�ðVÞ � V pour tout a 2 A.

THÉORÈME 7.3. Soit c: �G ,!PM un bon plongement. La fonction ĥc vérifie les

propriétés suivantes, valables pour toute variété V � G
n
a irréductible, définie sur

�k et de

dimension r� 1:

ðiÞ Pour tout a 2 A, a 6¼ 0,

ĥcð½a�VÞ ¼
qdrdeg a

jKer½a� \ SVj
ĥcðVÞ:

ðiiÞ Pour tout a 2 A, a 6¼ 0,

ĥcð½a�
�1VÞ ¼ qdðn�rÞdeg aĥcðVÞ:

ðiiiÞ Pour tout point x de ‘‘pseudo-torsion’’, ĥcðxþ VÞ ¼ ĥcðVÞ.

ðivÞ jĥcðVÞ � hcðVÞj4 cdcðVÞ, où c dépend des modules de Drinfeld, de la compacti-

fication fixée pour G
n
a et de c.

ðvÞ Si V est translaté d’un sous-groupe algébrique connexe de G
n
a stable par ½
 � , par

un point de pseudo-torsion, alors ĥcðVÞ ¼ 0.

ðviÞ Si c est de degré D, alors ĥcðVÞ ¼ DrĥðVÞ.

Démonstration. (i) On peut supposer deg a5 1, sinon l’assertion est claire.

L’inégalité ðÞ de la preuve du lemme 7.1, appliquée avec ½a‘�V au lieu de V et 1 au

lieu de ‘, donne, pour tout ‘ 2 N:

hc
�
½a‘�ð½a�VÞ

�
dc

�
½a‘�ð½a�VÞ

� 
 1

qd‘ deg a:qd deg a
�
hcð½a

‘�VÞ

dcð½a‘�VÞ



1

qd‘ deg a

�����
�����4

c4ðaÞ

qd‘ deg a
:

Par passage à la limite lorsque ‘ ! þ1, on obtient bien (i) compte tenu du lemme

6.4.
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(iii) Si a 2 A est tel que deg a5 1 et ½a�ðxÞ ¼ 0, alors ½a‘�ðxþ VÞ ¼ ½a‘�ðVÞ pour

tout ‘5 1, dcðxþ VÞ ¼ dcðVÞ, d’où ĥcðxþ VÞ ¼ ĥcðVÞ en revenant à la définition.

(ii) Posons W ¼ ½a��1V. Si X est une composante irréductible de W, alors

½a�ðXÞ ¼ V et W ¼
S

x2Ker½a�=ðKer½a�\SXÞ
ðxþ XÞ, cette décomposition étant la décompo-

sition en composantes irréductibles de W. Il en résulte, d’après (iii):

ĥcðWÞ ¼
jKer½a�j

jKer½a� \ SXj
ĥcðXÞ:

Appliquons maintenant (i) à X, il vient

ĥcð½a�XÞ ¼
qdrdeg a

jKer½a� \ SXj
ĥcðXÞ:

On obtient donc

ĥcðWÞ ¼
jKer½a�j

qdr deg a
ĥcð½a�XÞ;

qui est bien l’égalité annoncée puisque jKer½a�j ¼ qdn deg a. On notera que la méthode

utilisée dans [Ph3] consistant simplement à appliquer (i) à W n’est pas correcte, car

(i) n’est pas valable pour des variétés non irréductibles. La méthode employée ici cor-

rige donc l’argument de [Ph3].

(iv) On prend par exemple a ¼ T et l’on utilise à nouveau l’inégalité ðÞ de la

démonstration du lemme 7.1. La propriété s’obtient par passage à la limite lorsque

‘ ! þ1.

(v) Si V ¼ xþH avec H sous-groupe connexe de G
n
a stable par ½
� et x point de

pseudo-½a�-torsion (on peut évidemment supposer deg a5 1), alors ½a�V ¼ ½a�

H ¼ H, d’où ½a‘�V ¼ H pour tout ‘5 1 et le résultat en faisant tendre ‘ vers l’infini

dans la définition de ĥcðVÞ.

(vi) La proposition 3.3 et le lemme 3.6 appliqués à l’isomorphisme g ¼ c: �G!

cð �GÞ donnent, pour toute variété fermée W � �G, jhcðWÞ� DrhðWÞj4 cdcðWÞ et

dcðWÞ ¼ Dr�1dðWÞ. On en déduit que si a 2 A est tel que deg a5 1 et ‘ 2 N, alors

hcð½a
‘�VÞ

dcð½a‘�VÞ


dcðVÞ

qd‘ deg a
� Dr

hð½a‘�VÞ

dð½a‘�VÞ


dðVÞ

qd‘ deg a

����
����4 c

dcðVÞ

qd‘ deg a
:

Par passage à la limite lorsque ‘ ! þ1, on obtient le résultat. &

Signalons pour terminer le résultat de comparaison suivant, qui permet de com-

parer les hauteurs normalisées correspondant aux deux compactifications j1 et j2.

Pour i 2 f1; 2g, on notera ici ĥi la hauteur normalisée ĥ associée à ji (cf. la remarque

suivant la définition 7.2).

PROPOSITION 7.4. Soit V � G
n
a une variété affine définie sur

�k de dimension r� 1.

Alors on a:

ĥ1ðVÞ4 ĥ2ðVÞ4 nrĥ1ðVÞ:
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Démonstration. On se ramène immédiatement au cas où V est irréductible. Dans

ce cas, d’après les résultats établis dans [Da-Ph2] (preuve de la proposition 2.2), on a

l’encadrement, pour tout ‘ 2 N et tout a 2 A tel que deg a5 1 (l’indice i se rapporte

au plongement ji):

h1ð½a
‘�VÞ4 h2ð½a

‘�VÞ4 nrh1ð½a
‘�VÞ:

La proposition s’en déduit aussitôt puisque d’après le lemme 6.4 on a

d1ð½a
‘�VÞ

d1ðVÞ
¼
d2ð½a

‘�VÞ

d2ðVÞ
: &

8. Propriété du ĥ

On garde les notations des paragraphes précédents, mais on suppose en outre que les

n modules de Drinfeld F1; . . . ;Fn sont deux à deux isogènes, de rang commun d5 1.

Le morphisme ½a�:Gn
a ! G

n
a est alors simplement l’action diagonale sur G

n
a. On

appellera sous-T-module de E tout sous-groupe algébrique connexe B de G
n
a tel

que 8 a 2 A; ½a�ðBÞ � B. Si V � G
n
a est une variété irréductible, on dira que V est

une variété de torsion si V est translatée d’un sous-T-module de E par un point de

torsion de E. Enfin, on désigne par Etors l’ensemble des points de torsion de E, et

si V � G
n
a est une variété affine, on note Vtors ¼ V \ Etors.

Au paragraphe précédent on a vu que si c: �G,!PM est un bon plongement, alors

pour toute variété de torsion V � G
n
a irréductible et définie sur �k, on a ĥcðVÞ ¼ 0. On

va démontrer ici que la réciproque est vraie dans le cas où l’analogue de la conjecture

de Lang-Manin-Mumford énoncée ci-dessous est vraie. Compte tenu du théorème

7.3 (vi), on peut supposer que c est l’inclusion �G � PM. On omettra donc l’indice

c dans ce qui suit.

L’analogue de la conjecture de Lang-Manin-Mumford que nous utiliserons

est la suivante (voir [De1]). Notons que sa preuve vient d’être annoncée par

Scanlon ([Sc]).

CONJECTURE LMM. Soit V � G
n
a une variété affine (non nécessairement irré-

ductible). Alors il existe un nombre fini (éventuellement égal à zéro) de points de

torsion de E, soit g1; . . . ; gs, et des sous-T-modules de E, B1; . . . ;Bs , tels que: Vtors ¼S
14 i4 s

�
gi þ ðBiÞtors

�
:

Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant (propriété du ĥ):

THÉORÈME 8.1. Supposons que la conjecture LMM soit vraie. Alors, pour V � G
n
a

variété affine irréductible définie sur �k, on a:

ĥðVÞ ¼ 0 () V est une variété de torsion.

Lorsque V est réduite à un point x 2 G
n
a, la conclusion signifie que ĥðxÞ ¼ 0 si et

seulement si x est un point de torsion de E. Le résultat a été démontré dans ce cas

dans [De2].
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La démonstration du théorème 8.1 s’inspire des techniques d’approximation dio-

phantienne de [Ph5]. Jusqu’à la fin du texte, on travaille dorénavant avec le plonge-

ment j2 ¼ s � i, où i:Gn
a,!ðP1Þ

n et s : ðP1Þ
n ,�!

Segre
PN. La proposition 7.4 montre que

ce n’est pas une restriction. Soit alors a un élément de A tel que deg a5 1, fixé une

fois pour toutes. On fixe encore K un corps sur lequel tous les modules de Drinfeld

sont définis, et on note D ¼ ½K : k�. On choisit alors L un entier suffisamment grand

(L tendra vers l’infini à la fin) pour que les deux conditions suivantes soient vérifiées:

L=2 2 N et 1
2 q

2dL deg a5Dq
3
2dL deg a: ðÞ

Dans toute la suite, c1; . . . ; c8 désignent des ‘‘constantes’’, c’est-à-dire des réels ne

dépendant que des modules de Drinfeld, de l’élément a 2 A fixé, de n et de

D ¼ ½K : k�, mais ils ne dépendent pas de L.

On a vu que le morphisme ½aL� : G
n
a ! G

n
a se prolonge en un morphisme

½aL� : ðP1Þ
n
! ðP1Þ

n, ce qui permet de définir iL : ðP1Þ
n,!ðP1Þ

n
! ðP1Þ

n par

iLðxÞ ¼ ðx; ½aL�ðxÞÞ. On note encore s : ðP1Þ
n
! ðP1Þ

n ,�!PM le plongement de Segre,

et cL ¼ s � iL : ðP1Þ
n,!PM. On pose enfin dL ¼ qdL deg a et DL ¼ 1 þ dL. La preuve du

théorème 8.1 repose sur les lemmes 8.2 à 8.5 ci-après.

LEMME 8.2. Pour toute variété affine V � G
n
a définie sur

�k de dimension r� 1, on a:

ðiÞ dcLðVÞ ¼ Dr�1
L dðVÞ.

ðiiÞ jĥcLðVÞ � hcLðVÞj4 c1 dcLðVÞ.

Démonstration. L’assertion (i) résulte du lemme 3.6 appliqué à l’isomorphisme

ðP1Þ
n
! cLððP1Þ

n
Þ. Pour prouver (ii), munissons G

n
a ! G

n
a de la structure de T-

module produit donnée par l’action diagonale, i.e. pour b 2 A et ðx; yÞ 2 G
n
a ! G

n
a,

½b�ðx; yÞ ¼ ð½b�ðxÞ; ½b�ðyÞÞ. On peut alors définir une hauteur normalisée ĥ0 associée à

ce nouveau T-module et à la compactification G
2n
a ,!ðP1Þ

n
! ðP1Þ

n ,�!
s

PM. On

constate maintenant avec les définitions que ĥcLðVÞ ¼ ĥ0ðiLðVÞÞ, où on a noté encore

iL : G
n
a,!G

n
a ! G

n
a la restriction du iL précédent. Il suffit donc d’appliquer le théo-

rème 7.3 (iv) à ĥ0 et à la variété iLðVÞ, puisque par définition dcLðVÞ ¼ dðiLðVÞÞ et

hcLðVÞ ¼ hðiLðVÞÞ. L’intérêt d’introduire ĥ0 ici est d’obtenir une constante c1 indé-

pendante de L. &

LEMME 8.3 ðlemme de SiegelÞ. Soient cij, 14 i4m, 14 j4n, des éléments de K.
On suppose n5mDþ 1. Alors il existe des éléments p1; . . . ; pn de A, non tous nuls,

vérifiant:

X
14 j4n

cijpj ¼ 0; 14 i4m; et deg pj4 c2
m

n�Dm
h; 14 j4n;

où h désigne la hauteur logarithmique et absolue de Weil du point projectif dont les

coordonnées sont 1 et les cij.
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Démonstration. Voir [Wa]. On peut prendre c2 ¼ maxfD; 2gg, où g est le genre du

corps kððcijÞi;jÞ. &

Dans le lemme suivant, A½PM� désigne l’anneau des coordonnées de PM (avec

coefficients dans A).

LEMME 8.4. Soient p: G
n
a ! Ga la projection sur le premier facteur, et x1 un point de

torsion de F1. Soit encore V � G
n
a une variété irréductible telle que pðVÞ ¼ Ga. Alors il

existe un polynôme homogène p 2 A½PM�, non identiquement nul sur cLðVÞ, de degré
3DL, de hauteur hðpÞ4 c5LdL, et tel que pour tout t 2 cLðV \ p�1ðx1ÞÞ, on ait

ord
t;cLðVÞ

p5d3=2
L .

Démonstration. Notons y0: Ga ,�!
i0

G
2
a ,�!ðP1Þ

2 ,�!
Segre

P3, où la première flèche est

donnée par x 7!ðx;F1ða
LÞðxÞÞ. Le morphisme cL se factorise alors en cL:

Gn
a ,�!

y
P3 ! 
 
 
 ! P3 ,�!

Segre
PM, et on a un diagramme commutatif:

G
n
a , !

y
P3 ! 
 
 
 ! P3 , ! PM

p

??y p

??y
Ga , !

y0
P3

On notera C½X1� l’anneau des coordonnées de Ga et C½Z0;Z1;Z2;Z3� celui de P3.

Soit p ¼ I ðy0ðGaÞÞ �
�k½Z0;Z1;Z2;Z3� l’idéal homogène premier de y0ðGaÞ � P3,

et pour d élément de N, posons Hgðp; dÞ ¼ dim �k

�
�k½Z0;Z1;Z2;Z3�=p

�
d. D’après la

proposition 4.3 de [Da-Ph2], puisque p est de hauteur 3 þ 1 � r ¼ 2, on a la minora-

tion Hgðp; dÞ5 ðd� 2 dðpÞÞ dðpÞ pour tout d > 2 dðpÞ. Comme dðpÞ ¼ dðy0ðGaÞÞ ¼

1 þ dL d’après le lemme 8.2, on a donc Hgðp; 3DLÞ5 ð1 þ dLÞ
2 5d2

L:

Ceci étant, posons n ¼ Hgðp; 3DLÞ, et notons, pour l ¼ ðl0; . . . ; l3Þ 2 N4,

Zl ¼ Zl0

0 Z
l1

1 Z
l2

2 Z
l3

3 . Soit alors L � N4 tel que fZlgl2L forme une base de

ð �k½Z0;Z1;Z2;Z3�=pÞ3DL . On va chercher tout d’abord un polynôme p de la forme

p ¼
P

l2L plZ
l, à coefficients dans A non tous nuls, de hauteur hðpÞ4 c5LdL, et s’an-

nulant en y0ðx1Þ à un ordre 5d3=2
L . Puisque y0ðx1Þ ¼ ð1;F1ða

LÞðx1Þ; x1; x1F1

ðaLÞðx1ÞÞ, la condition d’annulation revient à dire que le polynôme qðX1Þ ¼

pð1;F1ða
LÞðX1Þ;X1;X1F1ða

LÞðX1ÞÞ s’annule en x1 à un ordre 5d3=2
L . Écrivons

F1ða
LÞ ðX1Þ ¼

P
04 i4 dLm ai;LX

qi

1 , où m ¼ deg a. Alors pour tout y 2 C on a

qðx1 þ yÞ ¼
P

j5 0 cjy
j, où cj ¼

P
l2L plcjl, et cjl est une somme de termes de la forme

xn0

1

�
F1ða

LÞðx1Þ
�n1aj1;L 
 
 
 ajn2 ;L;

avec

04 n0 4l2 þ l3; 04 n1 þ n2 4l1 þ l3; et qj1 þ 
 
 
 þ qjn2 þ l2 þ l3 � n0 ¼ j:

On doit donc résoudre le système linéaire
P

l2L cjlpl ¼ 0, 04 j < d3=2
L , d’inconnues

les pl et de coefficients les cjl 2 K. D’après le lemme de Siegel 8.3 (qui s’applique

puisque d’après l’inégalité n5d2
L et les conditions ðÞ on a n� mD5 1

2 d
2
L), on peut

trouver une solution telle que
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deg pl 4 c2
m

n�Dm
h4 2c2hd

�1=2
L

pour tout l. Maintenant, d’après la forme des coefficients cjl, des calculs standards

de hauteurs donnent l’estimation

h4 3DLhðx1Þ þ 3DLhðF1ða
LÞðx1ÞÞ þ Ld3=2

L ha;

où ha ne dépend que de F1ðaÞ mais pas de L. Mais hðx1Þ4 c3 puisque x1 est un point

de torsion de F1 (théorème 7.3 (iv) et (v)), et de même hðF1ða
LÞðx1ÞÞ4 c3. On a donc

h4 c4Ld
3=2
L , et finalement deg pl 4 c5LdL pour tout l, d’où hðpÞ ¼ maxlfdeg plg4

c5LdL.

Pour achever la preuve du lemme il suffit de remonter le polynôme p dans la fibre

au-dessus de x1. Plus précisément, soient Tj, j 2 f0; . . . ; 3gn les coordonnées de PM,

de sorte que le point x ¼ ðx1; . . . ; xnÞ 2 p�1ðx1Þ ait pour image par cL le point

t ¼ ðtjÞj avec

tð0;...;0Þ ¼ 1; tð1;0;...;0Þ ¼ F1ða
LÞðx1Þ;

tð2;0;...;0Þ ¼ x1; tð3;0;...;0Þ ¼ x1F1ða
LÞðx1Þ:

On vérifie alors que le polynôme de A½PM� défini par pðTð0;...;0Þ;Tð1;0;...;0Þ; Tð2;0;...;0Þ;

Tð3;0;...;0ÞÞ répond à la question (ce polynôme n’est pas nul sur cLðVÞ car

pðVÞ ¼ Ga et p n’est pas nul sur y0ðGaÞ). &

Le lemme suivant nous permettra de faire une récurrence sur la dimension de la

variété.

LEMME 8.5. Soit V � G
n
a une variété affine irréductible définie sur

�k de dimension

5 1, et soit p : G
n
a ! Ga la projection sur le premier facteur. On suppose que

pðVÞ ¼ Ga et l’on se donne x 2 Ga un point de F1-torsion tel que

dimðV \ p�1ðxÞÞ ¼ dimV� 1. Alors, si ĥðVÞ ¼ 0, on a aussi ĥ
�
V \ p�1ðxÞ

�
¼ 0.

Démonstration. Soit p le polynôme donné par le lemme précédent (pour L choisi

suffisamment grand). On peut alors définir le cycle intersection cLðVÞ:Zp (§ 4). Soient

W1; . . . ;Ws les composantes irréductibles de cLðV \ p�1ðxÞÞ (qui sont toutes de

même dimension dimV� 1). Comme cLðV \ p�1ðxÞÞ � cLðVÞ \ Zp, W1; . . . ;Ws

sont des composantes du cycle cLðVÞ:Zp, qui admet donc une écriture de la forme

cLðVÞ:Zp ¼
P

14 i4 s ni½Wi� þ S pour un certain cycle S. Remarquons maintenant

que pour tout i, 14 i4 s, cLðV \ p�1ðxÞÞ \Wi est un ouvert non vide, donc dense,

de Wi. D’après le corollaire 4.4, pour chaque i 2 f1; . . . ; sg, il existe donc un point

ti 2 cLðV \ p�1ðxÞÞ \Wi tel que mtiðcLðVÞ:ZpÞ ¼ ni. Appliquons maintenant le thé-

orème 4.2, il vient

ni ¼ mtiðcLðVÞ:ZpÞ5 ord
ti;cLðVÞ

p5d3=2
L ;
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d’où

hðcLðVÞ:ZpÞ5
X

14 i4 s

nihðWiÞ5d3=2
L

X
14 i4 s

hðWiÞ ¼ d3=2
L hcL ðV \ p�1ðxÞÞ:

Le théorème 4.1 (ii), appliqué dans PM, donne alors:

d3=2
L hcLðV \ p�1ðxÞÞ4 3DLhcLðVÞ þ c5LdLdcLðVÞ:

Mais ĥcLðVÞ ¼ ĥðVÞ ¼ 0 (théorème 7.3 (vi)), donc hcLðVÞ4 c1dcLðVÞ par le lemme

8.2, et par suite

d3=2
L hcLðV \ p�1ðxÞÞ4 c6LdLdcL ðVÞ ¼ c6LdLð1 þ dLÞ

r�1dðVÞ

4 c7Ld
r
LdðVÞ ðr ¼ dimVþ 1Þ:

Combinons maintenant cette majoration avec le théorème 7.3 (vi) et le lemme 8.2

(appliqués à V \ p�1ðxÞ), il vient:

d3=2
L ð1 þ dLÞ

r�1ĥðV \ p�1ðxÞÞ ¼ d3=2
L ĥcLðV \ p�1ðxÞÞ4 c7Ld

r
LdðVÞ

þ c8d
3=2
L dr�2

L dðV \ p�1ðxÞÞ;

d’où 04 ĥðV \ p�1ðxÞÞ4 c7Ld
�1=2
L dðVÞ þ c8d

�1
L dðV \ p�1ðxÞÞ. En faisant maintenant

tendre L vers l’infini on obtient ĥðV \ p�1ðxÞÞ ¼ 0. &

On peut maintenant démontrer le théorème 8.1.

Démonstration du théorème 8.1. Si V est une variété de torsion, alors ĥðVÞ ¼ 0

d’après le théorème 7.3 (v). Pour montrer la réciproque, on procède par récurrence

sur la dimension de V. Si dimV ¼ 0, avec V ¼ fxg, on sait que x est un point de tor-

sion ([De2]). Supposons maintenant dimV5 1, et que la propriété soit vraie pour les

variétés de dimension dimV� 1. On posera r ¼ dimVþ 1.

Comme dimV5 1, il existe une projection p : G
n
a ! Ga sur un des facteurs Ga

telle que dim pðVÞ ¼ 1, i.e. pðVÞ ¼ Ga. Quitte à renuméroter, on peut supposer

que c’est la projection sur le premier facteur. Par ailleurs, d’après la conjecture

LMM, il existe un ensemble fini d’indices I, des sous-T-modules Bi de E et des points

de torsion gi (i 2 I), tels que

V \ Etors ¼
[
i2I

�
gi þ ðBiÞtors

�
: ðÞ

Soient maintenant F1 l’ensemble des points de torsion x de F1 tels que

dimðV \ p�1ðxÞÞ 6¼ r� 2, et F2 ¼ fpðgiÞ j i 2 Ig. L’ensemble F ¼ F1 [ F2 est fini.

Choisissons x =2F tel que x soit de F1-torsion. Alors dimðV \ p�1ðxÞÞ ¼ r� 2, donc,

par le lemme précédent, ĥðV \ p�1ðxÞÞ ¼ 0. Par hypothèse de récurrence appliquée à

chaque composante irréductible de V \ p�1ðxÞ, il existe un ensemble fini (non vide) I0,

des sous-T-modules B0
i et des points g0i 2 Etors (i 2 I0), tels que
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V \ p�1ðxÞ ¼
[
i2I0

ðg0i þ B0
iÞ: ðÞ

En particulier, l’égalité ðÞ montre que V \ p�1ðxÞ \ Etors 6¼ Ø, donc V \ Etors 6¼ Ø,

et l’ensemble I de l’égalité ðÞ est non vide. Cette égalité ðÞ nous donne:

V \ Etors \ p�1ðxÞ ¼
[
i2I00

�
ðgi þ ðBiÞtorsÞ \ p�1ðxÞ

�
;

où I00 ¼ fi 2 I j ðgi þ ðBiÞtorsÞ \ p�1ðxÞ 6¼ Øg, ensemble qui est non vide. Or, on a:

ðgi þ ðBiÞtorsÞ \ p�1ðxÞ 6¼ Ø () ðBiÞtors \ ðp�1ðxÞ � giÞ 6¼ Ø:

Choisissons alors, pour i 2 I00, bi 2 ðBiÞtors \ ðp�1ðxÞ � giÞ, et posons

g00i ¼ bi þ gi; B00
i ¼

�
Bi \ ðp�1ðxÞ � giÞ

�
� bi:

On vérifie facilement que B00
i est un sous-groupe algébrique (non nécessairement con-

nexe) de G
n
a, stable par ½
 �, que g00i 2 Etors, et que l’on a:

V \ Etors \ p�1ðxÞ ¼
[
i2I00

ðg00i þ ðB00
i ÞtorsÞ:

Ainsi, on a:

V \ Etors \ p�1ðxÞ ¼
[
i2I00

ðg00i þ ðB00
i ÞtorsÞ ¼

[
i2I0

ðg0i þ ðB0
iÞtorsÞ: ð  Þ

On constate maintenant que dimB00
i ¼ dim

�
Bi \ ðp�1ðxÞ � giÞ

�
¼ dimBi � 1 pour

tout i 2 I00 : en effet, p�1ðxÞ � gi est une hypersurface de G
n
a qui ne peut contenir

Bi, car sinon on aurait 0 2 p�1ðxÞ � gi, et par suite on aurait x 2 F2. D’autre part,

d’après ðÞ il existe un indice i0 2 I0 tel que dimB0
i0
¼ dimV� 1. Mais alors

g0i0 þ B0
i0
�

S
i2I00 ðg

00
i þ B00

i Þ d’après ð  Þ, d’où l’existence d’un indice i1 2 I00 tel que

dimB0
i0
4 dimB00

i1
. En récapitulant, on a donc: dimV� 1 ¼ dimB0

i0
4 dimB00

i1
¼

dimBi1 � 14 dimV� 1. On obtient donc dimBi1 ¼ dimV, et comme

gi1 þ Bi1 � V et que V est irréductible, il vient finalement V ¼ gi1 þ Bi1 . &
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